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PREFACIO

Abel e Cauchy, notando a falta de rigor da Andlise no século XViil,
puseram em evidéncia o cuidado que ¢ necessdrio na aplicagdo das
Scries.

A seguir aos seus trabalhos, qudsi foram abandonadas as séries
divergentes. Porém, o Sr. Borel e oufros Malemdlicos mostraram, recen-
temente, que ndo € justa esta forma de proceder e que as séries diver-
genles sdo suscepliveis de representar um papel importante na Andlise.

Um estudo a que procedemos, sobre séries de Fourier, mostrou-
-nos bem, quanfo é justa aquela afirmagdo e conduziu-nos, natural-
mente, para o campo das séries divergentes.

E claro, que o trabalho que apresentamos, ndo tem a pretengdo
de conter uma exposigdo completa sobre séries divergenfes. Seria essa
exposigdo demasiadamente longa, imprdpria para constituir uma dis-
sertagdo de concurso,

Para obter somas de séries, no sentido generalizado, empre-
gamos factores de convergéncia,

O primeiro capitulo desta dissertagdo contém generalidades sobre
o modo de obler estas somas, e condigdes a que devem saltisfazer os
Jactores de convergéncia. Trata também, especialmente, duas sucessdes
de factores de convergéncia, que couduzem a resultados, de que faze-
mos aplicagdo nos dois capitulos seguintes.



Seguindo a norma, que nos parece indiscutivel, que num trabalho
s0bre Andlise se devem por em evidéncia as aplicagdes a que uma
certa teoria conduz, os capilulos segundo e ferceiro referem-se a duas
aplicagdes inferessaniissimas da fteoria das séries divergentes.

O capitulo segundo é constituido por uma ligeira aplicapdo a
teoria do prolongamento analitico, intimamente ligada ao estudo
das séries divergentes.

E claro que, o que expomos, € susceptivel de generalizagdes. Mas,
estas obrigar-nos-iam a alargar demasiadamente éste trabalho.

O capitulo terceiro trata das séries de Pourier, fendo sobrefudo
em vista mostrar as vantagens, que para o seu estudo provém da
exposipdo dos assuntos do primeiro capitulo.

Pdrto, Novembro de 1930.



CAPITULO 1
METODOS SOMATORIOS DAS SERIES
l—GENBRALIZAcAO DO CONCEITO DE SOMA DUMA SERIE

1) Segundo a teoria cldssica das séries, estas sdo de duas
naturezas diferentes — convergentes e divergentes.

Nessa teoria, as primeiras tém uma soma e as segundas ndo
a tém.

B possivel, porém, modificando convenientemente a defini¢do
de soma, atribuir somas a certas séries divergentes. A estas ilti-
mas chamamos somas no sentido generalizado, e corresponder-
-lhes hd um método somatdrio, diferente do que se emprega com
as séries convergentes.

Antes de tudo, notemos que para ter valor um processo que
conduza & generalizagdo da no¢dio de soma duma série, € indis-
pensdvel que as definigdes obedecam a determinados preceitos.
Assim, tratando-se de séries numéricas, a soma no sentido gene-
ralizado deve fazer corresponder a cada série da classe que se
considera, um niimero tal que a sua substitui¢do pela série con-
duza a resultados exactos ou, pelo menos, qudsi sempre exactos.
Tratando-se de séries de térmos varidveis, as somas no sentido
generalizado devem ser as fungdes, que ddo origem a essas
séries.

E necessdrio também, para que se trate realmente duma
generalizagdio, que a classe das séries, as quais seja aplicdvel
um certo método para obter a soma no sentido generalizado,
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compreenda a classe das séries convergentes. E esta a condipio
de permanéncia, ¢ vm método que conduza a somas generali-
zadas diz-se regular, quando se respeita esta condigdo.

A eficdcia dum método estd também ligada a possibilidade
de efectuar operagdes com as séries da classe correspondente e a
forma como nos conduz a proposi¢des gerais, que apresentem
como casos particulares teoremas conhecidos, da teoria cldssica
das séries convergentes.

Conforme o expde o Sr. Borel, numa feoria de séries diver-
genles deve afribuir-se uma soma a séries que a ndo tinham. Mas,
essa fteoria deve permitir, por cdlculos efectuados sébre tais séries,
demonsitrar resultados que, enunciados independentemente de fdda a
introdugdo de séries divergentes, constifuam proposiges rigorosas,
ligadas as teorias cldssicas, Além disso, para que sejam pbss[ve:lv
aplicagdes, € necessdrio que as regras do cdlculo possam aplicar-se
as séries divergentes estudadas.

Existem vdrios métodos somatdrios, que nos conduzem a
somas generalizadas das séries. N6s consideraremos apenas méto-
dos que se obtém, empregando factores de convergéncia.

2) Métodos somatdrios por factores de conver-
géncia.
Seja dada uma série
(1) wotuytfugt-ooi a4

e a ela fagamos corresponder uma sucessdo infinita de fun¢des
dum pardmetro r: @, (7), ¢,(r)...¢,(r)..., as quais tendam
para a unidade, quando r tende para um limite .

Suponhamos que a série

(2) "o‘?o{r)'i'"l"?l(r)+"2'?2(')”{" vty g, (r) 4

seja convergente para valores de r, diferentes de r, e represente-
mos por S(r) a soma desta série.



Se S(r) tiver um limite determinado, quando r tender
para r,, chamamos a éste limite soma generalizada de (1). cor-
respondente 4 sucessdo de factores de convergéncia empregada.

Para que &ite método seja regular, ndio pode ser arbitrdria
a escolha dos factores de convergéncia.

O teorema seguinte, do Sr. Oscar Perron, ¢ fundamental na
teoria:

Seja ¢(r) [i=0, 1, 2...] uma sucessdo infinita de fun-
coes do paramelro r, que obedecam ds duas condigdes :

a) lim. ¢;(r)=1
r=w

n

o) lim. Z ’ 9i(r)— i lr) | <M, sendo M wm niumero finito
n=w g
0

independente de r.

Se a série (1) for convergente, de soma S, a série (2) também
¢ convergente. A soma de (2), S(r), tende para o limite S, quando r
crescer indefinidamente.

Com efeito, ponhamos:
Bg; = 9,(r) — 9i4.(7).

Uma transformagdo cldssica, devida a Abel, permite-nos
escrever:

n n

Z ”i?i‘")=z A9 S+ $ng1 Sn e
(1]

0

Como Z Ay, é absolutamente convergente e as somas S
0 w©

sfio limitadas, € absolutamente convergente a série Z Ay S
0

, ®
L
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A fungdo ¢ §4 tende para wvma fun¢do limite, quando n cresce
indefinidamente, porque de () conclue-se a convergéncia abso-
luta das séries

(?1(’)—?0(’))4'(‘?2(’)”"?1(’))+"'

20 (1) + (21 (N =20 (N) + (22 (N — 2, () + .-,

_ a iltima das quais tem por soma lim. ¢, . (7).
n=ouom
n

Z ue, tende, entdio, para um limite quando 2 cresce indefi-

0
nidamente, e a série (2) é convergente, para qualquer valor de r.

Ponhamos:

n

§(r) = lim. Z wm(r) .

0

Para demonstrar completamente o teorema, provemos que

é Ii_n1.S(r)=S.
Temos:
n n
S(r) =”|iinr;a [ Z Ay; S+ S, ( ‘?o(’,'—z Ay, ) ] =
0 0 3

=sgo(r) + Y, dg; (5—5).
0

Visto que tddas as fungbes ¢, tendem para a unidade
quando r cresce além de todo o limite, a dltima parte do teorema
ficard demonstrada, provando que a soma da série convergente

Z Ag, (S‘.—S) ¢ infinitamente pequena com %
0
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Por mais pequeno que seja o niimero positivo ¢ é possivel
fazer-lhe corresponder um nimero inteiro p, tal que a desigual-

dade | S,—S | < % seja satisfeita para todos os valores de i> p.
Temos:

PCERIE
|

Atendendo entdo a (a), resulta:

A‘Pi(sc‘_s) I + Ii‘l‘?i(s"_s)l

1

A

DS =PI

ag ((8—8) |+

o que demonstra o teorema.

Observagéio. — As condigdes do teorema serdo satisfeitas, se
os factores de convergéncia constituirem uma sucessdo de fungdes
positivas, inferiores & unidade, decrescentes, e obedecendo & con-
digdo rlim; 9,(r)=1, qualquer que seja i

Temos assim uma sucessdo infinita de fungdes, que obede-
cem as condigdes do teorema, definida pelas férmulas:

0 < 9ipqlr) < @ilr) <1
(4) [15=0, 254

lim. ¢;(r)=1.
r=w«

3) Como exemplo de sucessdes de factores de conver-
géncia, que nos conduzem a somas de séries no sentido gene-
ralizado, consideremos aquela que é definida pela férmula:

?;(r}=(,_|il)i, R P o D

‘que dd origem a uma aplicagdo interessante.
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E evidente que estes factores de convergéncia correspondem
a um mélodo somatorio regular, porque sdo satisfeitas as condi-
¢oes do teorema de Oscar Perron,

Pondo (r_lil )’-:r“, vem

0/t e i lim pi(r)="llim ¢'=1.
PR o e r=aw I

=1

A aplicagfio déstes factores de convergéncia permite-nos
classificar de coroldrio do teorema de Perron, um teorema
cldssico de Abel, que vamos enunciar.

Seja f (x) a soma duma série inteira, convergente no inter-

valo (—R,+R)
_f(,g)zao-i-alx-l-agx’»i-...-I—a,,x"‘}-....

Esta fun¢io é continua, para qualquer intervalo (— R’, +R"),
R'<R, porque a série é uniformemente convergente no iltimo
intervalo.

Abel estabeleceu o teorema seguinte, que se aplica para
demonstrar que a série € ainda uniformemente convergente em
todo o intervalo (— R, R), onde ¢, portanto, contiua a fungdo :

Se a série inteira for convergente para x= R, a sua soma nesle
ponto é o limite para que tende f(x), quando x conservando-se
inferior a R, ftender para éste valor.

- i
Consideremos os factores de convergéncia (—;ﬁ), sendo x

um nimero positivo inferior a R, isto é, os factorest ’, e pro-

@

: : i
curemos obter a soma no sentido generalizado de z a,R.

0
Segundo o teorema de Oscar Perron, é, como se pretendia

demonstrar:

im. = lim. R =F(R).
xthf(x) 1":1;“'!( SR
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4) Uma pregunta surge naturalmente:

Para qualquer sucessdo de faclores de convergéncia, dando
origem a Somas 1o sentido generalizado e obedecendo ds condigoes
do teorema de Perron, serdo concordantes os resultados ?

Dum modo geral a resposta ndo pode ser afirmativa.
Um exemplo justifica a resposta.

Consideremos a série de Euler
iy gy T R Rt G

e procuremos obter a sua soma no sentido generalizado, empre-
gando a sucessdo de factores de convergéncia referida no tiltimo
nimero.

Temos:
1

|
§= lim. ——
i (R S

=

Continuemos a supor 0 <f/< 1 e determinemos a soma gene-
ralizada da mesma série, correspondente & sucessdo

Bt LA t"+m, ta"‘, l"'Hm, il A |m>n>0]"

que também nos conduz a um método somatdrio regular.

Vem:
| —i® n

§' = lim, —— =—"
P By kI

O Sr. Borel chama candnica a tdda a sucessdo de factores
de convergéncia, que aplicada & série

| +z4z24 0020400

. : 1
conduza a uma soma no sentido generalizado da forma ===
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para valores de z a que ndo correspondem pontos da semi-
-recta (41, ).
Assim, se uma sucessdo infinita ¢,(r) f0r candnica, tere-

w

‘ ; ! 2 A e
mos lim. Z z‘cp,-(r):l— , no dominio da estréla rectilinea da
=

r=o«
1 X A
fun¢ido iy relativa ao ponto 0, em que o método somatdrio

correspondente seja apl‘icével.

Teorema. — Uma sucessdo infinita de factores de convergéncia

é candnica, quando sendo aplicada a uma série qualquer Zan,
tivermos

-]

(5) ,[L_["; Z gy 4’;(’)="'__m; Z % Pigp,
0 0

qualquer que seja p, sempre que existam estes limites.

Temos, com efeito, efectuando a aplicagdo a série Z g

] @
fas it i i s
0= in. [ Rdei= Yo | =
0

0

@ @
= lim. [ ?D-%—Z'?l 'i-‘... -{-zp—l?p_I_*.Zzi(F‘,_Zzi?p_i_i ]|

r=ao

P 0
ou
w0 -]
O=14etat ot g im [ Y e =Y Ao | =
r=o > . ;
2P—1 P At i
=T () e, e,

0

Vem, pois, como pretendiamos demonstrar:
@ @

: / . 2 i |
lim, z‘ .= lim. 2o = .
r=w (?P-{-! r=w ?" |—z
0 0
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5) As sucessdes candnicas de factores de convergéncia tém
uma imporidncia especial, por serem aquelas que conduzem a
resultados notdveis na teoria do prolongamento analitico.

Com efeito, seja f(x) uma fun¢do analitica, holomorfa na
vizinhanga do ponto 0.

No interior do circulo de convergéncia, que supomos de raio
finito, sabemos que é:

S()=ap+taxtad+ ... +a, 4 ... .

Suponhamos determinada a estréla da fungdo, relativa a 0,
e representemos por C uma curva fechada, interior a esta estréla,
Temos também, para os pontos x interiores a C:

e
| S(1) dt X v \2 x\n (_‘:)H-H
T2icd ¢ [I+7+('7)+"'+(7)+]r__£ ]=
1o £ a :

BRI L el

Procuremos obter a soma generalizada da série 2 a, x" (con-
vergente ou ndo, conforme o dominio em que se tomem os valo-
res x), empregando um método somatério regular, correspon-
dente a uma sucessdo de factores de convergéncia ¢, (7).

@ 5

! g LY

Se o valor x e a sucessdo forem tais que a série Zcp‘. (7)
0

seja uniformemente convergente sdbre C, para qualquer valor
de r, podemos escrever:

@ o

I f(t)dt (r)f
!————- ] f—
Nadu=g= [ - nul7):

o0

0
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x

Suponhamos ainda que Z P (7)‘ tenda uniformemente para
0

o limite -—I—x, quando —1; tende para zero:

t
Neste caso, temos mais:

3 1 sl at
i "I‘ ; — —— —
’1211;: a;x@; 207 oy T—=% J(x).
0

Concluimos, portanto, como enunciamos, que as sucessdes
candnicas estdo indicadas naturalmente para serem empregadas
com €xito no prolongamento analitico das fun¢des, nfo sendo de
modo algum arbitrdria a escolha da fungdo !—l;, que interveio na
definicdio apresentada no iltimo nimero.

Baseados no teorema néle demonstrado e no que acaba de
ser dito, podemos, raciocinando sdbre a série Z z", deduzir con-
digGes relativas as sucessdes e ao dominio onde se pode efectuar
o prolongamento analitico.

Assim, suponhamos a série Z cp‘.zi convergente para qualquer

valor de 7, numa drea S interior 4 estréla da fungdo T—i—z, rela-
tiva a 0, e de modo que o limite

r=mw
i=0

w
lim, Z z‘.(:p,--—q:.,-__'_l)=0
seja atingido uniformemente.

A sucessdo candnica que seja considerada, aplicada a série
de térmo geral a, z", faz-lhe corresponder uma soma generalizada,
que coincide com a fungdo, quando os pontos x e curvas C sejam
escolhidos de maneira que, tomando ¢ um valor qualquer sébre a

curva, a varidvel z=- ndo saia da regido S da somabilidade
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Concluimos também :

Para que um método somatdrio, correspondente a uma suces-
sdo candnica, possa aplicar-se com éxito em matéria do prolon-
gamento analitico, é necessdrio que a regido S exceda o circulo
de convergéncia da série de térmo geral z".

Doutro modo, I%| tem de ser inferior & unidade, e a série

correspondente a f(x), convergindo, mostra que os valores de x,
que podemos considerar, sdo interiores ao circulo de conver-

géncia.

1l — METODO SOMATORIO DE CESARO

6) E importante a sucessdo de factores de convergéncia,
definida como se segue:

‘?0(”):1
(6) n n—I n4-1—i
ntk nthk—1"""" ntef1—i

0 para i>n

para i<n

"Pi(")=

ou, explicitamente,

Yo =1

n
A SN
v, n(n—1)
Bt Tt (ath—1)

ol n{n—1)...2
1= k) (ntk—1) ... (1 2)
= n(n—1)...2.1
¥ "k (nFe—1)... (kF1)

Guga=0 calpm=1,2 3001,

representando £ um nimero inteiro e positivo fixo, e » um paré-
metro que toma os valores 1, 2, 3....
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Com esta sucessdo, que € candnica como veremos, é respei-
tada a condigdo de permanéncia.

Conduz-nos a um méledo somatdrio regular, a que corres-
pondem as somas no sentido generalizado de Cesdro, ou sejam
limites de médias de somas, tomadas no sentido ordindrio.

o

Seja dada a série Z u, e designemos por S, a soma dos

0
n--1 primeiros térmos.

A soma (! de igual nimero de térmos da série Z g, €1
0

n(n—1)

{ el n
=20 h R S (AT T

e e

n(n—1)...2.1 =0
e e

n(n—1)...2
& TR SR e

0 ey L] g PR DD
= ( n-k )

ou

s,,+( ’; )s,,_,-:- i -|-("+”—2) 5, +("+:_') 5,

n—I
k+4n
Ve,

Cive; pois, uma média linear, de coeficientes positivos, das
somas S, S,,...S,.

Se existir o limite de C%, quando n cresce indefinidamente,
a série proposta diz-se somdvel (C, k).

A somabilidade (C, 0) exprime a convergéncia da série, pois
que neste caso sdo iguais & unidade todos os factores de con-

aEty 0
vergéncia e temos C,=S,.

(1) Ct=
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O caso de ser £ =1 conduz-nos & expressdo:

S8, A a8, 48,
L}

(8) Cr=
n+4

e a soma da série proposta é entdio, no sentido generalizado,
definida como sendo o limite da média aritmélica das somas
Syr S;++ S,, quando n cresce indefinidamente.
As férmulas (7) e (8) podemos dar outra forma, introdu-
zindo nelas as expressdes das somas iteradas de Cesdro.
Ponhamos:

RO k41 k-t n—2 ktn—1
S.{‘;:Sn'*‘(l)“’n—l”l( 2 )‘q14~2’!""+( b )Sn+( - )"“0-

Vém as formulas

SR 1
p s

(77) Cﬁ:T—F'n_ e (8) Cl=—
G

A expressdio escrita de S, tem um aspecto diferente daquele,

que apresentam as somas de que Cesaro partiu para obter
a somabilidade (C, k), mas facilmente podemos deduzir estas,

exprimindo Sj*' em funcdo de Sj, Si_....Ss.
Temos, com efeito:

(Y (T (),

n

ou

oot (et (H3 o (1

n—| n
[Sacatee ()t (1T )0 |+
i 1 R R g
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ou

Sitl= sttt + ... +st+8c,

n

atendendo a que é
e e o
Temos, pois, o quadro:

Sy = =ugt iyt ooo Fty_y 8,

n

s,‘,=s°+s,+... + 8, 1+S,
(9)
S =SS+ ..+ S+

-------------------------------

S=si=lpst L STiES T

7) A eficdcia do método somatdrio de Cesaro ¢ limitada
pelo teorema seguinte:

-]

Para que uma série Z uy, seja somdvel (C, k), é condipdo neces-
u 0
sdria que —- tenda para zero com %

Como, por hipdtese, a série proposta é somdvel (C, %), sendo &
um ndmero finito, temos:

lim. c,,— lim. Ch==dlin, Gk i
n=m n=mw

Ora, as expressdes

sk

n . n

il “(k-|—n)(k+n—l)...(l+n)
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k n-1 Sﬁ...]
Cr kn—I (k+r:—l)[k+n—2)
( =1l )
Sp—k=1 Sp—k—1
Clit-1= LY )_]‘ (n—1)(n—2) ... (n—k)
(n—-k—l

mostram que os denominadores sdo em todos os CC, que consi-
deramos, infinitamente grandes equivalentes a n*, quando n cresce
indefinidamente.

Vem assim, designando por L um nimero finito:

lim. — = lim Siﬂ;‘ =...=lim S”:;f" =L.
E por ser
=Sy ey = (B ) (= 8 a) =
=(si-8_,)—2(Sp—1—S _,,)+(s”_2 Sie e

__(Ss_ss 1)_3(Sn 1 3?:—2)+3(5ﬁ-s"sﬁ—s)'(sg~a_3i-4)=

= s sessrnanns R ) D TR R -

== (") st (] ) e m e 1 s

temos, como pretendiamos demonstrar:

nlﬂ‘m':':?f ['—(HI-I)Ai-(k_;')—...+(—|)"+’]=0.

Como se vé, éste teorema nfio é mais que a generalizagdo
do teorema estabelecido para as séries convergentes, isto ¢, somd-
veis (C, 0):

«Para que uma série seja convergente € necessdrio que o seu
térmo geral tenda para zero».
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8) Para tornar compardveis os métodos somatdrios, que se
obtém dando a % vdrios valores, vamos demonstrar um teorema,
que generaliza o de Oscar Perron, no caso das somabilidades
(C k).

Jd sabemos que sendo uma série somdvel (C, 0), sé-lo hd
(C, k), com a mesma soma (condigdo de permanéncia).

Temos mais geralmente:

@

Se k' for wm nimero superior a k, e se uma série Z u, for

0
somdvel (C, k), também é somdvel (C, k'), oblendo-se nos dois casos
a mesma soma generalizada.

Por hipdtese, existe o limite de Cyx, quando n cresce inde-
finidamente, e é:

. - : Rl o
lim. Cﬁ——* lim. —;S"; =Rl
n=w= n== N

O que pretendemos demonstrar, é que temos, supondo &' > k:

Formemos as diferengas iferadas, correspondentes aos factores
de convergéncia (6), substituindo % por £':

- k' -
Ay, =0~ %41 by syl

s K (k—1) ]
AT i]) &

y K (K—1) (K —2) :
3 =Y 03 2 - : == .
SR WL ¢S T R ) (h AT = 122)

............................. P I I R IR IO RN ICAC AR RCRE S RO RN N ]

¥R 1) (= R) 3
(nk=i) (n+t—=i=1)oo(nt-k—i—k) ™"

Ak+l?;=-‘3k?;‘—'}-\kw+:=
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n

A igualdade C,’;':Z ;u; transforma-se, iterando % vezes a

0
transformagdo de Abel, na seguinte:

n
kSN g BE(k'—1)...(K—k)
> —,-Z:' nF =0 (k= i—1).. (i = (h )

e, atendendo a que é C¥' =— " | resulta

(s

Sﬁ-zg (k’—k-:-:i—i—l) S:-‘,

i=0

ou, mais explicitamente

() (e ()

Os térmos que entram em (10) sdo da forma:
(k'—k+n—i—|

Si, isto &, sdo produtos de dois infinita-
n—1{ :
. : (n—p)¥ — k=t s
mente grandes com n—/ e i, equivalentes a m Oy 1
2
Como vamos procurar o limite para n = da expressdo —’; .
n

podemos supor n>2p, e escrever:
: Bl 4 F—k+p—2
' k| k |
i sn*'( 1 )Sn—1+"'{( it )s.{‘:—p+l+
ﬂkl

(Aesiiani G b e Clmes T

+ . +

(k'— k-{-n—p—l)sk‘i_ % +(k'—k+rz—l)sg

n

ot v )
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em que o numerador da primeira frac¢do contém p t€rmos, o da
segunda n—2p e o da iltima p4-1.

Fagamos crescer indefinidamente p e n, mas de modo que %
tenda para zero.

O numerador da primeira fracgfio é uma soma de quantldades,
cada uma inferior em valor absoluto a An*n* *~'=A,""",
representando por A um ndmero finito. O valor absoluto desta

fracgdo € inferior a A % e tende, portanto, para o limite zero.

O limite da terceira frac¢do é também zero, como se reconhece
seguindo o mesmo raciocinio.

Consideremos a segunda fracgdo, isto ¢, procuremos obter o
S
seu limite, que serd, portanto, igual ao da frac¢do —.
n
Bste limite ndo € alterado pela substituicdo de infinitamente

grandes equivalentes.
Temos pois:

SJ:; L = k‘_k—l(”_p)k_*_“__l_("_p_l}k'-k-l{p_i__]}k_
ﬂ=;a nk ('l‘ -k~ I)!R.P-w u““ %

i Ao g e
+ (n-p-l )k'-k-l( | % dn=pl )k ] K-
n n
n—2p—1

s g }.Ll)l,,,',:me[[(p_n"f)k-—H(l p+l) 1[”‘“ p+‘]]_

i=0

' 1 k _A’[
= (F=%- mf = (=) r = s

ou seja, como pretendiamos demonstrar:

O e
klllm.—-F:le=klllm.-—k-

R=wo® n n=w n
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9) A sucessdo definida pelas formulas (6) € candnica.

-]

Com efeito, o teorema do n.° 7 mostra que a série Z X

0
ndo pode ser somdvel (C, k) fora do circulo de convergéncia,
jese]

porque 7 cresce indefinidamente com 7z, quando for |z | > 1.
n

Como o método somatério é regular, no interior do circulo
de convergéncia a soma generalizada correspondente & I_Lz
O mesmo se dd nos pontos ordindrios do circulo de conver-
géncia,

Para reconhecer a verdade desta iltima afirmacfio, escre-
vamos, sendo o diferente de zero e / a unidade imagindria:

l_e(n+1)im
sn=|+ciw+62£'m+ '”+enir.u ree T SN L

| —efw
Temos:
n
5, 1= e o ol
Cl:j;_“o = 1 i elm__e(n-{—?.)uu
Tt (1=€0) 1= (1) (1=£/)
e
1 |
lim. C) = =
nl_—r."aoCn l—e“” | —z

Assim, a série z Z" é somdvel (C, 1) e, portanto (C, k), nos
pontos ordindrios do circulo de convergéncia, onde entretanto a
série diverge.

A soma generalizada que se obtem & sempre da forma 1_-I—E'
quando o método & eficaz, o que prova que a sucessdo (6) é
candnica.

Concluimos do que fica dito, que a eficdcia do método de
Cesaro, em matéria do prolongamento analitico, se limita ao cir-
culo de convergéncia.
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Contudo, a ordem de grandeza dos coeficientes duma série
inteira pode ser tal, que até nos pontos ordindrios sobre o circulo
de convergéncia, o método seja ineficaz.

Porém, como veremos, tem &ste método um belo campo de
aplicagdo nas séries de Fourier.

10) E qtil e interessante poder comparar os processos soma-
tdrios correspondentes a diferentes sucessdes de factores de con-
vergéncia. Vamos fazé-lo tomando para referéncia a somabili-
dade (C, k).

Isso permitir-nos hd restringir a indeterminacdo, que existe,
quando se determinam somas generalizadas por vdrios métodos,
indeterminagfdo a que jd nos referimos. ,

Corresponde a esta questio o teorema seguinte devido ao
Sr. Bromwich:

«w

Se uma série Z u, for somdvel (C, k) e tiver para soma gene-

0
ralizada S, serd somdvel por meio duma sucessdo de factores de con-
vergéncia, que obedegcam ds condigoes seguintes :

@

a) 2 i* | Akt+1e, l <M, sendo M independente de r
0

b)  Jim. i*o,(r)=0

c) lim g, (r)=1.

r=omw

Com efeito, repetindo % vezes a transformagdo de Abel,
resulta:

n n

Zuiq’i(r)=z Ak+l?isi"+ [?n-}-lsg"l"A?u-i-lS;-l— "‘+Ak‘?n+lsir: ] -
0

0
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Atendendo & condigdo 4), & forma como se obtém as dife-
rengas Ay, ., [j=1,2...%], e ndo esquecendo que % é um
niimero finito, vem:

oo o

Z "r"f"i(r):zdk-}-lq’isf .

0 0

sk
Como a série proposta é somdvel (C, k), as quantidades —‘:‘—

tendem para um limite, para i=, e, atendendo a a), concluimos
que a série do segundo membro da iltima igualdade é conver-
gente. Portanto, também o € a do primeiro membro, para qual-
quer valor finito de r.

Temos assim:

@®

(=Y we(r).

0

Demonstremos que é também:

lim. S(r)= lim. CF=s.
r=w n=w

O caminho a seguir é perfeitamente andlogo aquele que nos
conduziy & demonstragdo da parte correspondente do teorema de
Perron (n.° 2), relativamente ao qual o de Bromwich é simples-
mente uma generalizagdo.

No teorema de Perron modificamos a expressio PugrS, do
segundo membro da igualdade que provém de apllcarmos a trans-
formagdo de Abel, de modo a permitir-nos considerar S(r) soma
de duas fun¢des de r. Uma destas fun¢des é uma série cuja soma

¢ infinitamente pequena com %, e a outra é da forma ¢S, que
tende para o limite S quando —'; tende para zero.

Aqui, vamos transformar A"%,.,S;, sem esquecer que as
quantidades limitadas que devem substituir S; sdo CF.
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Podemos escrever:

iuf?,-(r)=i(kf‘)A"+' ch+("T") e chta,
0 0

designando, para abreviar, por & uma quantidade infinitamente
pequena com ..
Ora, temos:

Z(k+’)Ak+l? (Ak?o" Ak?;)'*‘( l)(.’lk(pl._a"?2) e
; .
Buips; +("+ I)(“‘Pn—d Pn +1)-

R (Lot (s ) P L VO

(k-i-n)Ak?’,_i_l:_i(k-!-f)ak-u?i_l_ %0+
+‘P"+‘[_(f) (H_Z_l)“L(z) (ktilz)_ G I)k(n :—+1)]+
() ()= Q) A Y G )]

+‘P,+k(—|)k(k+n ) ’

como se reconhece por meio dum cdlculo simples, embora longo,
atendendo a que é

e b (k)'{’f+1+(§)'{’i+2—--.+(—l)k'f’;+k.
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Assim, vem:

n

Dueitn =Y (T o+, (k= k) 4 v Ch 0, Ch43

i
0 0

sendo a quantidade 3, infinitamente pequena com %, em conseqiién-

cia da condi¢do 4), porque os coeficientes de ¢, s

sdo infinitamente grandes com 7 de ordem % — 1.
Temos, portanto, ainda:

(?n-]-S o (?n-Hc

]

sm:Z(k+i)ﬂk+‘so,-(c,*‘—3)+vos -

{
0

A demonstragdo acaba-se como no teorema de Perron, fa-
zendo crescer indefinidamente r, e atendendo s condi¢des a) e c).

Observagéio. — O teorema do n.° 8 estd compreendido neste,
que acabamos de demonstrar.

Consideremos apenas o caso mais simples, o de nos ser
dada uma série somdvel (C, 1), e verifiquemos que o teorema
de Bromwich nos permite afirmar que a mesma série também €
somdvel (C, £'), sendo £ > 1.

Tudo se reduz a mostrar que os factores da sucessdo (6)
salisfazem as condigdes do teorema, fazendo nestas k= I.

Todos estes factores tendem para a unidade quando z cresce
indefinidamente e, portanto, tem lugar a condi¢do c).

Como as diferengas A”cp‘. sdo positivas, temos

n f

Z"llg?i[:"sz‘?i:('ﬁ_2‘?2“"?3)'1"2(‘?2“2‘?3+‘P-1)+"'+"‘?n=

0 0

=p <l

E satisfeita a condigdo a), para M= 1.
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Também se verifica a condigdo &), porque para i>n € ¢, =0
e, portanto

Tim, ip;=0.
I=w

11) Adigao de séries somaveis (C, k). — E evidente
que qualquer método somatdrio regular, por factores de conver-

géncia, que atribua a duas séries Z u, e Z v, as somas genera-
lizadas S e S, aplicado a série Z (au,+bv,), sendo a e b cons-

tantes, d4 origem 4 soma a S + b S'. Isto realiza-se, em particular,
no método que dd origem as somas (C, £). Como Borel, dize-
mos que estes métodos satisfazem a condipdo de distribuitividade.

A adi¢do de séries, convergentes ou divergentes, pode efec-
tuar-se, somando térmo a térmo, sempre que o nimero delas
seja finito, sendo a série que se obtem somdvel (C, &), desde que
o grau de somabilidade das parcelas ndo exceda %.

12) MultiplicacBo de séries somaveis (C, k).—
E sabido da teoria cldssica das séries que, multiplicando segundo
a regra de Cauchy duas séries convergentes, s6 podemos afirmar,
com seguranga, que a série produto é convergente, quando pelo
menos uma das séries propostas for absolutamente convergente.
Uma generalizagdo dessa teoria ¢ dada pelo teorema:

a) Se duas séries Z u, e Z v, forem convergentes, sendo as
somas S e S', a série produlo Z Wy [Wa=tlgVy+ tyvu—y + utyve], €
somdvel (C, 1) e é lim. C;=58x§. '

N=w

b) Se as mesmas séries forem somdveis (C, k) e (C, k'), sendo
as somas generalizadas S e S', a série produto é somdvel (C, k -k + 1)
e a sua soma generalizada é o produto S><§'.

a) Demonstremos a primeira parte do teorema,
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Escrevamos :

S, e S, tendem, por hipétese, para limites finitos quando 711-
tende para zero.

. . n
Teremos, sendo p um inteiro menor que Brs

P0+pl+"'+pa o SUS:,I—f-SIS;T_I +"'+sp--lsln—-p+l
n+4 i n+

+

SpSn—pt Sppr1Su—p—1t o +8,_,8,

5 n+1

T T e T T B

+ n-1

Fagamos crescer p e n indefinidamente, mas de modo que g
n

tenda para zero.
Como n—p=n (I——g) cresce indefinidamente com p e n,

¢ atendendo a que a primeira e a terceira fracgdes, cujos nume-
radores sdo somas de p parcelas limitadas, tendem para o limite
Zero, vem:

e Pitt: By e NPy St S, b b 2ok S
lim. =lim; =
n=w n-1 p=w® n-f 1
2p+41
el R T
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b) Por hipétese, as séries Z u, e Z vy séio somdveis (C, k)
e (C, #'). Existem, portanto, os limites finitos:
Sk s'k'

El lim, —=S , Kl lim —=§
n=w® n n=w n"‘:

Pretendemos demonstrar que ¢é:

Pttt
(k& +'”,,“._E";m §he s
Para isso, sigamos o caminho {4 estabelecido na primeira
parte do teorema. As séries propostas eram somdveis (C, 0) e
ndés demonstramos a somabilidade (C, 1) do produto, substituindo
na expressdo do térmo geral desta séne 0s produtos ;v por S S

Devemos agora substituir «;v; por SF S} para demonstrar a soma-
bilidade (C, £+ & +1).
Por ser:

Po=uySytuS_ 1+ i 4u,5=8v%+S_1v+...+ S,

P}:"—"”os;zl+”1s;;l—l+"' + ”ns.(ilzsus;3+sn—1sll+ v+ 5,

PE=s{sit+sisi s+ .. +sisi=sis{ + 5 8!+ ... + 555
[1+1=k]

--------------------------------------------------------- ra e

Pttt —ghg® L ggk 4 ... ks

teremos, escolhendo o inteiro p, como na primeira parte do teo-
rema:

K41 ok olk ko gk N »
l’;}:+ + ks, S8 +.oo t SI;—lSrJ—P+l ‘2:‘;'8"_”-]—...4-3::_,,3,,
O k1 i Redints

% oY X ok’
a0 Sn—pt15p—1F -+ 5 S

U
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Se p e n crescem indefinidamente, mas de modo que &
n
tenda para o limite zero, vem:

+k 41 W ke
lim, ————Pk ="tlim. S";S,,_p-l»- +S’,:_,,Sp =
n=w FTEH pa=w Atk 41
s =¥+ 1) (a—p =) . (n—p)f
o TRV s JUE =

=z i L[ (8 (-2) + () (-

kl<klpn=w n n

S ’ §x§
2 Tk G S e P A O
ki><k1Jo (k+F+1)!
ou
pr+k+1

como pretendiamos demonstrar.

11l — METODOS SOMATORIOS EXPONENCIAIS

13) Método somatdrio exponencial (simples). —
A sucessdo infinita de factores de convergéncia, fungdes do para-
metro positivo 7,

g, (r) =1
() g :

’
?i(r).:]—d (1+ + + +( ])I) [:‘=I,2...]

corresponde a um método somaldrio regular, porque obedece as
condigdes (4).

PN .
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Apliquemos estes factores de convergéncia a uma série Z u,
e efectuemos a transformagdio de Abel:

n n

Sumtn=F s 1= (10 g 5t ) ]

0 0

Esta igualdade mostra que também somos conduzidos a um
método somatdrio regular, tomando para soma generalizada duma
série o limite:

r I ¢
. r‘, SoSi T4 Syt e+ St
12) lim. Zs. LV, .
( ) rl=mw_ i€ il r;m e’ .
i=0

e éste méfodo denomina-se somatdrio exponencial.

Como o de Cesaro, pode incluir-se nos métodos somatdrios
por médias.

Consistem estes, dum modo geral, no seguinte:

Seja dado um quadro rectangular de quantidades, que se
prolonga indefinidamente para a direita e para baixo

%50 %1 %pg + o %gi oo
"10"11 Tig +es TR
ajoajlajﬁ a_“

A sucessdo duplamente infinita de quantidade %;,, convenien-
temente escolhida, pode conduzir-nos a um método somatdrio
regular de séries, sendo a soma generalizada o limite da sucessdo
infinita

ajoso+aj,sl+ -I—aj‘.S,--i—
ajo'}_ ajL + pret + C(J-‘-+ 48
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Assim, para o método somatdrio exponencial, podemos con-
siderar o quadro

3 K a n
Jatey) il

ot ’_2 ﬁ :
o) il

P sl wen By
L 21 il

............

representando por 7,, 7, ... uma sucessfio crescente e infinita de

quantidades positivas.

A soma generalizada correspondente a éste método pode
dar-se a forma:

lim. e "s(r),
r=o

convencionando escrever

p ‘
(13) s[r):So—}—Sl—:——}—Sﬂ%’-—k...—I—S,-:—!—l-....

O método tem principalmente valor, quando a série (13) for
uniformemente convergente para r> 0, isto & quando s(r) for
uma fungdo inteira, e é neste campo que nos colocamos.
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14) Método somatério exponencial sob a forma
de integral. —Suponhamos a sucessdo de factores de conver-
géncia, definida pela férmula:

1 —rf P r’ £
()58 =t Salliprie g G b b ]
=l ’e_,f’,"” [0, 58 =D,'1, 250575

Esta sucessdo também nos conduz a um mélodo somatsrio
regular de séries e devemos notar que os factores (14) estdo
ligados com os definidos por (12), pela relagio

Pid1 = i

Seja dada uma série Z u,. Quando a série Z u, 9, f6r con-

0
vergente para r finito e existir o limite

n

Jim, [ m. > u4,]

0

a série ¢ somdvel pela sucesso de factores de convergéncia (14).
Ponhamos:

A /
"(’}=“o+“1Tr+”g§T+“-’*“"iﬁ'i"" .

O método, que expomos, é denominado méfodo somatdrio
exponencial sob a forma de integral e terd, sobretudo, valor quando
u(r) f6r uma fungdo inteira, para r> 0. N6s suporemos que o
aplicamos sdmente a séries, que conduzam a &ste resultado, e
chamamos a u(r) a fungdo inteira associada da série.

Assim, a soma generalizada toma a forma:

n

i o
lim, [ lim. r.r"'.h] =J‘ etu(t)dt,
r=whbkp=o - 0
0
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e existe sempre que exista o integral escrito, conhecido por infe-
gral de Borel.

Goza éste método, como veremos, duma eficdcia superior
a4 do método exponencial, referido no iltimo nimero, sendo
jd de prever uma ligagdo intima entre os dois métodos, em
virtude da relagdo que existe entre os factores de conver-

géncia (12) e (14).

15) Se s(r) for uwma fungdo inteira, u(r) também é uma
Jungdo inteira.

Com efeito, como s (7) admite derivada, temos:

.l'l

(= 1)!+

s(r)ﬁ_S—i—Sgl—{—‘? S

“21

r f—1
s (N —s()=(8—%) +(sz—s,)T-l—...-;-(s,.—s,._l)ﬁ-k

sendo estas séries uniformemente convergentes.
Temos mais:

J: [s'(r)—s(r)]df= J'or [ 2,(3"_“ =1 1 ] dt

2 3 ’1'
r r r
=:;1T-[—u._,?l-+u3§—{- ...+u‘-—i-!ﬂ+...=u{r)—~uo.

E, portanto, como pretendiamos provar, inteira a fungdo

w

"(")=Z "i%.

i=0
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16) Podemos escrever:

u(r)=uo+f(: [s'(l)—s{l)] dt=.9(r)—-—f£s(t)dl,

e também

f—1
(15) ”(f)-—S(r)—S(r)-"ri-"s.-l- ot , |)1+
donde
(16) no+ﬂr’a'(:)a: ==l (7Y%

Teorema. — Se uma série for somdvel pelo método somatdrio
exponencial e tiver por soma generalizada S, serd também somdvel
pelo mélodo somatdrio exponencial sob a forma de integral, com a
mesma soma generalizada.

Como partimos da hipdtese de que é

Im, ¢ 3(r)=S$,
r=ow

sendo s(r) uma fungdo inteira, podemos entdo escrever

0

(17) S —uy= :dii [e-’s(t)]dtzfo et (o) at,

e estd assim provado que tem um valor determinado o integral
J:e“’u'(t)dt.

Para o teorema ficar demonstrado, s6 falta deduzir que
a existéncia déste integral assegura a existéncia do integral

I e~'u(t)dt, e além disso que é:

J; e—’u(:)dt=fo et (t)dt + .
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Por ser «’(¢) uma fungédo continua, vem:

(18) J:e_ru'(t) dit=e""u(r) —uy+ fure_"u(.‘) dit ,
ou
¢(r)+¢ (r)=1(r)+u,,

pondo

:p(r):_[;e—‘u(f)dt , = a(r)

f(r)=f;e'fu'(f) dr .

Estamos assim em presen¢a duma equagdo diferencial linear
de primeira ordem, considerando ¢(r) uma fun¢do desconhecida
e f(r) uma fun¢do dada.

Qualquer determinagdo da fungdo ¢ estd compreendida na
expressfo do integral geral, que &
wn=c [ [ (tu)ate].

Temos, pois:

,lgn;?(r)zﬂ"_l_,lf; [e_’J'r e’f(!)d!] =

o
fai : —r [ it ]
_uo-|—rh:m;° [e J‘Re S(t)at |,
qualquer que seja o niimero R, compreendido entre r, e r.
Mas, por ser lim. S(t)=S—u,, podemos dar a R uma suces-
sdo crescente de valores, de modo a obtermos que e"f; éf(t)dt

e e’ f; ¢ (S—u,)dt defiram de quantidades, em valor absoluto

tdo pequenas, quanto se queira.
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Assim, resulta:
1 ( 1 il
im. r)=uy+ lim, e e\S—u)dt | =8
r='= ? ) D—l r=mo [ fR ( 0) ] 2
ou, seja, como pretendiamos demonstrar:
A0
J etu()dt=s.
0

Observagéo. — Da igualdade (18) concluimos, depois do
resultado obtido, e mediante as condigdes do teorema, que €:

lim. e u(r)=0.
r=aow

Teorema reciproco. — Se uma série tiver uma soma generali-
zada S, correspondente ao método somatdrio exponencial sob a forma
de integral, oblém-se a mesma soma generalizada empregando o método
exponencial (simples), se tiver lugar a condigdo

lim. e Ta(r)=0.
r=w

Temos, na verdade:
J‘r e~tu(t)dt=—e"u(r)+uy+ Jw e~tu' (1) adt,
0 0

e resulta

r
lim. J‘ e tu' ()dt=8—uy,
0

r=o

ou, atendendo a (16),

S=lim. e’'s(r),
r=«

como pretendiamos demonstrar,
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Estd feita a comparagdo dos dois métodos exponenciais.
O grupo das séries ao qual seja aplicdvel o método sob a forma
de integral é mais vasto, do que o correspondente ao método
somatdrio exponencial, simples, e contém tddas as séries para as
quais &ste seja eficaz.

E indiferente a aplicagdo dos dois métodos, quando se reali-
zar a condigdo rlim. e=rn(r)=0:

17) A sucessdo de factores de convergéncia, definida pelas for-
mulas (14) é candnica.

Para o provar, basta verificar que a soma generalizada da
@
série Z z", obtida quando se emprega o método somaltdrio corres-

0
pondente, ¢é T—'_:, sempre que exista.

A fungdo inteira associada é ¢~ e

fme-—f[l—z]dfz ! :
0 1

—

quando a parte real de z for inferior & unidade.

A série é somdvel pelo integral de Borel, no semi-plano que
tem por origem a recta x=1 e contém o eixo dos py.

Como neste dominio é:

lim..e=" .5 =0,
rF=w

a série também € somdvel, no dominio referido, pelo método
exponencial sem forma de integral.

Déste resultado, conclui-se que qualquer dos métodos expo-
nenciais goza da propriedade de se poder empregar, eficazmente,
na teoria do prolongamento analitico.

18) Nos métodos somaltdrios exponenciais pode fazer-se
uma classificagdo por graus de somabilidade, como fizemos com
relagdo aos métodos somatérios por somas de Cesaro, o que
terd utilidade no que se segue.
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Consideremos as sucessdes de fungdes:

Sir)s s )5 )i s“”(r.)

H(r) . pe(r) ) u{m(r] ety

em que s(?)(r) e #?)(r) sdo as derivadas de ordem p de s(r) e u(r).
Se uma destas fun¢des fOr inteira, tddas as outras o sdo,
e nés supomos que se verifica esta propriedade.
Entdo, atendendo as expressdes destas fungdes e ao pri-
meiro teorema do n.° 16, concluimos que se existe o limite
lim. e s”~*(r), é convergente o integral / — f: et ulP) (t)dt

l=mw

e, portanto, sdo convergentes todos os integrais:
C.] a0 ]
= i L =y il it
/P_,=L P ket WAV e A _fu et (1):1:,10.__'0 e u(t)at.

Neste caso, a série correspondente diz-se somdvel (B, p).

Vé-se assim, que a somabilidade (B, p) tem como conse-
giiéncia a somabilidade (B, p—1), mas a reciproca s6 ¢ verda-
deira, quando se realiza a condigdo lim. e~ u'”~"(r)=0.

Dizer que uma série é somdvel ;)eIT) integral de Borel equivale
a dizer que é somdvel (5, 0).

A somabilidade pelo método exponencial, sem forma de inte-
gral, é a somabilidade (5, 1).

1V — SERIES ABSOLUTAMENTE SOMAVEIS

19) E sabido que as séries absolutamente convergentes ocupam
na teoria cldssica um lugar privilegiado, em virtude de poderem
tratar-se como somas dum ntimero finito de parcelas, debaixo do
ponto de vista dos cdlculos numéricos. Quando a convergéncia
ndo é absoluta, a soma duma série depende da ordem em que se
tomam os seus térmos.
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Esta circunsidncia deve, naturalmente, acentuar-se, quando
o campo em que nos colocamos abrange séries divergentes. Por
isso devemos aqui, em geral, considerar a ordem dum térmo, como
fazendo parte integrante do mesmo, nfio nos sendo até permitido,
em todos os casos, tirar conclusdes sdbre a somabilidade duma
série, quando suprimimos um nimero finito de primeiros térmos.

Com efeito, a férmula (15) mostra-nos que «'(r) é a fungdo
inteira associada da série que se obtém suprimindo o primeiro

@

térmo 4 que nos ¢ dada Z u,. Da igualdade (17) concluimos,

0 ©

a0
seguidamente, que, se existir o integral eu (¢ dt, » u, é somd-
g q ; n

1
vel (B, 0), e a soma generalizada obtém-se subtraindo u, & da
série proposta, que é somével (B, 1). Porém, se esta fér apenas

somdvel (5, 0), Zu ndo ¢é somdvel por métodos exponenciais.

Podemos, portanto, generalizando estes resultados, enunciar
os seguintes coroldrios dos teoremas do n.° 16 e das considera-
¢oes do n.o 18:

w

l.e Uma série Z u, é somdvel pelos méfodos exponenciais, se
0

Jor somdvel qualquer das séries Z u,, obtida dando a i um dos valo-
resiil; 2, .
2. A somabilidade de Z u, ndo fem como conseqiiéncia neces-

0 »

Sdria a somabilidade das séries Z w, [i=1, 2...]. A somabilidade

i
(B, p) da primeira impde as somabilidades (B, p—1), (B, p—2)...
(8, 0) das séries que se formam dando a i sucessivamente os valo-
zegpl s ap;

O que acabamos de expor, leva-nos a concluir a possibilidade
de obter no campo das séries somdveis pelos métodos exponen-
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ciais um grupo gozando de propriedades, que as aproximem das
absolutamente convergentes, e para a teoria ser perfeita, ésse
grupo deve compreender estas iltimas.

E éle constituido pelas séries que Borel denomina absoluta-
mente somdveis, e que passamos a definir:

L

Uma série Z u, diz-se absolutamente somdvel, quando forem
0
convergentes os infegrais:

% e

JO e u(e)|at, Jo

qualquer que sefa o nimero inteiro e positivo p.

£—’[u'(!)[(ﬂ...J. e dP ()t ...,
0

As séries absolutamente somdveis, como se deduz do que ficou
dito, gozam das seguintes propriedades:

o
.2 Se Z u, for absolutamente somdvel, sdo absolutamente somd-
0
veis as séries Z T (R b RESEY i
i
®
22 A soma generalizada de z u, oblém-se subtraindo a soma
k @
uyt+u + ...+ u, | asoma generalizada de Z u,.
0

3.2 Numa série absolutamente somdvel podemos, sem modificar
a soma generalizada, permutar a ordem dum nimero limitado de
térmos, ou substifuir éste niimero limitado de térmos pela sua soma.

Teremos ocasido de mostrar, que as séries a que nos referimos
compreendem as que sdo absolutamente convergentes, e também
possuem, além das jd enunciadas, outras propriedades notdveis,
que tornam 1til a sua introdugdo na andlise,



47

20) Uma série absolutamente convergente ¢ absolutamente
somdvel.

Com efeito, suponhamos absolutamente convergente a série

@

Z u,. Sdo também absolutamente convergentes as séries z u,
0 5 i
[i=1, 2.. ] e convergentes as séries Z v, obtidas, pondo I”n |=v.

&

Temos:

la(r) | << v(r), |u(r)| <V (r) ...[uw}.{r}lzv(m(r] s

o

Representemos por S a soma da série Z v,. Como ¢ regular

0
o método somatdrio pelo integral de Borel, as igualdades
s:_[ e—’l’(!)d! , §— l'u=f etwile) dless
0 0

"s-(”u”!'”r"-"'|""p-1):j‘u P (g ...

mostram que sdo convergentes os integrais dos segundos mem-
bros e, portanto, absolutamente convergentes os integrais

a0 0

L} wn
J e u(t)at f ea (1) dt, J' etulP (nyat...,
0 0 0

o que demonstra o teorema.

Nesta demonstra¢dio interveio a condigdo da convergéncia
absoluta da série. Tratando-se duma série semi-convergente ndo
podemos decidir, imediatamente, que seja absolutamente somdvel
ou que o ndo seja.

O Sr. Hardy deu um exemplo duma série semi-convergente,
ndo absolutamente somdvel. Vamos nds apresentar um exemplo
duma série semi-convergente, que ¢ absolutamente somdvel,
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A g T I 0 e -
e N b Y T Bt
£ -__ru_rE r."i
sy iy i sy
ou
"(r)=e_’-—l

A soma da série é entdo:

* .
(19) s:fu F [_‘m.

Bste integral é convergente em conseqiiéncia da teoria que
expomos, e absolutamente convergente, porque todos os seus
elementos tém o mesmo sinal (!).

A expressdo geral das derivadas de u(r):

2 p=—1 P
"'[ ' +Tr+ﬁ+"'+—(;—1;|+ip_1] S
(20) &M (r)=(=1)"pI i
Pt

mostra que o mesmo raciocinio prova a convergéncia absoluta
dos integrais J'U e"u” (t)dt [p=1,2...], ndo esquecendo que

(1) E para notar que 8ste integral representa a diferenga de dois inte-
grais divergentes (Cours d’analyse mathématigue, E. Goursat, t. 1 da 3.a ed.
no 94). Pde-se assim em evidéncia, que uma série semi-convergente pode
considerar-se a diferenga de duas séries de térmos positivos, ambas diver-
gentes, como & sabido da teoria cldssica das séries convergentes,
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u“"(r) € a fungdio inteira associada da série convergente, obtida
suprimindo os p primeiros {ermos & proposta.
Esta é, pois, como enunciamos, absolutamente somdvel.

21) Adigao de séries absolutamente somaveis. —

@ -]
Se as séries Z u, e Z v, forem absolutamente somdveis, e tiverem as
0 0 o5

somas generalizadas S e S, z (au,4-bv,) é tambem absolutamente

0
somdvel com soma generalizada igual a a S+ bS', representando por
a e b constantes. '

Esta propriedade é uma conseqiiéncia imediata do que aca-
bamos de expor.

22) Multiplicagdo de séries absolutamente soma-

o

veis. — Se duas séries 2 u, e Z v, forem absolutamente somdveis e
0 0

tiverem as somas generalizadas S e S', o seu produto, obtido segundo
@
a regra de Cauchy, é uma série absolutamente somdvel 2 w,, que

o
tem como soma generalizada S><S'.

Temos, por hipdtese:

el

=fu etu(t)dt s':f: e v(s)ds,

sendo estes integrais absolutamente convergentes.
Assim,

(21) S><S‘=f:f:e""u(l]v(s)d!ds

¢ um integral duplo absolutamente convergente,
5
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Efectuando a mudanga de varidveis, definida pelas férmulas
x=1[f+s
st a8,

resulta:

ose [ e[ ke (552)o(552)
0 —X

onde sabemos que é

A xty (x+»)* (x+4y)°
"( )_""'l-"‘ el e R e gk

=y x—y (x=p) ,  (x—y)®
“( 2 )="°+"‘ R TR TR

Como estas séries sdo absoluta e uniformemente conver-
gentes, vem:

o

o (2)0(5572)=5 5wttt

I=0=0

[t+/=n; n=0,1,2...]7.

Entdo resulta:

Jxq ;v i ; :
f —f:vdymz Z ST [J‘ ‘(x"f"y)f(.r—y)*'dy:
= i1j1d =

=07=0

ey NESER! _i P!
"Z Z ”’vj(i-}-j+I}l—a_ow"(n—i—l;l! :

{=0j=0
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E também

S><S'=J‘ ; (r:+l}] o

um integral absolutamente convergente.
Vé-se, claramente, que a iiltima série define a fungdo inteira
associada de

(22) 0- i W,

que €, portanto, somédvel.
Ndo estd, porém, ainda demonstrado o teorema, porque
ndo podemos, da somabilidade de (22), deduzir a somabilidade

]

de Z w,. Mas, se demonstrarmos que (22) é absolutamente som4-

0
vel, entdo poderemos fazer igual afirmagdo, relativamente aquela
série.
Como as séries propostas sfo absolutamente somdveis, é abso-
luta a convergéncia dos integrais

J. e td P (1)at f e WP s)ds  [p=0,1,2...].
0 0

Ora, por ser #'(¢) a fungdo inteira associada de Z u,, efec-
1
tuando o produto desta série, absolutamente somdvel, pela série

Z v,, somos conduzidos, repetindo os raciocinios feitos, ao inte-

0
gral absolutamente convergente

(23) (S—r.vu)xs':fo 0 () dx,
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pondo

2 =
O(x).—_.ulv{,%-{—(ulvl-i—u._,vo)%—{—...—}—(ulun_l+...+Huv0)ﬁ+...=
g N R L\
- (Z:"m—!) uyv(x) .
=

Entdo, da convergéncia absoluta do integral (23) e do inte-
gral

r ety (x)dx,
0

concluimos a convergéncia absoluta de

J‘:e—-t_;;(zwnﬁ%)dx.

n=0
Mas, as séries Z u, [h=2, 3...] séio todas absolutamente
h

somdveis, assim como as séries Z v, [k=1, 2...] e, portanto,

k
repetindo 0s mesmos raciocinios, concluimos a convergéncia abso-

luta dos integrais
0 e e ,+ 1
Jlocx%(Zw"h)dx.

n=0

A série (22) é absolutamente somdvel, o mesmo acontecendo,

portanto, & série Z w,, cuja soma generalizada é
0

90

P —z-d 3 e 2E m—f
SXS—J’VOC z(zlvnm)dx"“]‘oe w(t)dt,

ficando demonstrado o teorema.
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V — SERIES INTEIRAS ABSOLUTAMENTE SOMAVEIS

23) Com o fim de por bem em evidéncia a utilidade da
teoria das séries absolutamente somdveis, vamos apresentar gene-
ralizacdes de teoremas relativos a séries inteiras convergentes.
Seremos conduzidos ao resultado notdvel, que consiste em definir
uma fungdo holomorfa por meio duma série divergente.

E sabido que, se num ponto z,, uma fungdo f(z) for suscepti-
vel dum desenvolvimento convergente, ordenado segundo as potén-
cias inteiras e positivas de z,, é susceptivel do desenvolvimento

(24) _f(z)=uo+ulz—}—uzz2-l—...-{v—unz"-i—...,

em qualquer ponto interior ao circulo, que tenha por centro a
origem e raio igual a [z |. A fungdo f(z) € holomorfa no inte-
rior déste circulo e as suas derivadas sucessivas sdo fungdes
holomorfas, cujos desenvolvimentos em série se obtém derivando,
sucessivamente, a série de soma f(z).

Suponhamos que a série representada em (24) seja conver-
gente ou divergente, mas absolutamente somdvel no ponto z=z,.
Vamos demonsirar os teoremas seguintes:

[ — A série (24) ¢ absolutamente somdvel, em qualquer ponto
do segmenfo que una a origem O ao afixo M de z;, e define, por-
tanto, sobre OM, uma fungdo f(z) que € a sua soma generalizada.

Il— A expressdo analitica da soma generalizada de (24) dd
origem a uma fungdo holomorfa ¢ (z), no interior do circulo de did-
metro OM, embora sé possamos afirmar que seja a soma generali-
zada da série [ (z)=f(z)] sobre OM.

Il — As derivadas de todas as ordens de b (z), em qualguer
ponto de OM, excluindo M, sdo as somas generalizadas das séries
obtidas, derivando térmo a f(érmo (24).

IV — A origem é um ponto singular de $(z), se for nulo o
raio de convergéncia de (24).
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I
Sendo a fungdo inteira, associada de (24):

u(nz)—uﬂ—*—"l : _{_uzfrz) b +"n(;zl}n

Ty s

pretendemos demonstrar que os integrais

(25) J':r‘ -3:%["(:,;;)]];# [p=0,1,2...]

sdlo convergentes, qualquer que seja z do segmento OM, supondo
que essa convergéncia tem lugar para z=2z.

Notando que a fung¢do u(r,z) apenas depende de r e z sob
a forma rz, podemos escrever:

u(r,z)=F(rz) e :—p[u(r,z)]=zpl~’(”(rz),

resultando que os integrais (25) serdo convergentes, quando o
forem os integrais

f: | FP) (t2) |at.
Se escrevermos z,=p, ¢, para qualquer ponto de OM, é:
1= pd ™ D8 p <y
e, efectuando nos iltimos integrais a mudanga de varidveis, defi-

nida pela férmula 7z=xe™, onde x & real, vé-se que Eles sdo
equivalentes a

w L
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Como estes integrais sdo convergentes para p=p,, também
o sdo para p<p,, € temos o teorema demonstrado.

A soma generalizada da série, para qualquer valor de z do
segmento OM, corresponde qualquer das expressdes:

0 0

(27) 1= [ atna= [ et r(ez) =

ing

iy o®  xé
e 0 e (0]
- J‘ A F(.re' °)dx.
z Jo

Consideremos a fungdo

[lr]o

i ®  xe
(28) d(z)= ezo J‘u e—TF(xem’D)dx

que, como acabamos de ver, representa a soma generalizada
de (24), quando z pertencer a OM.

Pondo z=2z'¢"™, (28) transforma-se em

i X 5
vt [l E e

Este integral & uniformemente convergente para z' real, no
dominio em que tenha lugar a condigdo

1 1
& T<e py?

e o mesmo tem lugar para qualquer valor imagindrio de 2’, desde
que seja:

1
<& Pp*

1
& T
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Pondo z'=u+-if e, portanto, %= 2-?—58-1' ziﬁr ’
a a

a iltima condi¢do realiza-se, quando fbr:

[ 1

(29) a2+§3>-f’;'

ou ' —ap,<0.

Neste dominio, V' (z') é uma fun¢éio uniforme e continua de 2.
O mesmo acontece, com relagdo a fungdio ¢ (z), desde que z per-
tenga ao dominio, que corresponde a (29).

Esse dominio é o circulo considerado no enunciado do teo-
rema. -

Com efeito, como ®, é o dngulo polar de OM, o afixo de z
¢ o ponto de coordenadas («, 3), relativamente ao sistema de
eixos formado por OM e pela perpendicular a éste conduzida
por O.

Ora, se representarmos por « e p a abcissa e o raio vector
dum ponto do plano, vé-se que é

p—ap,<0 no interior do circulo de didmetro OM =g,

p—ap,>0 no exterior do mesmo circulo.

Para o teorema ficar completamente demonstrado, necessita-
mos provar que ¢ (z) tem uma derivada continua, em cada ponto
do mesmo circulo.

Derivemos ambos os membros de (28), em ordem a z:

el’mu ] x c“"ﬂ

& (z)= T e_TF(.te""’ﬂ)dxﬁ—
2 0
. im,
2{uy 0 xe'o .
2 - j xe 7 F(xd™)ds,
z 0

Se estes integrais forem uniformemente convergentes, ¢’ (z)
é a derivada, continua, de ¢(z).



57

Ora, o primeiro integral do segundo membro, i sabemos
que € uniformemente convergente, e vamos provar que o mesmo
se dd relativamente ao iltimo.

O integral

j: xe——:'— ] F(xef“'O) I dx |

quando 2z’ fdr real, é uniformemente convergente no dominio
0 <z'<g,, porque independentemente do valor de z' neste domi-
nio, para um valor de x> x,, €

-4
XET TV 6 Pgt

A demonstragdo acaba-se como anteriormente, ficando pro-
vado que ¢ (z) é holomorfa no interior do circulo de didmetro OM.

111
Sendo z um ponto do segmento W, sabemos que é
¢(z)=f(z)=f0 r’u(:,z)dr-—.fo el (1z) dt.
A série, que se obtém derivando térmo a térmo (24)
(30) ty+2u243uy 2 oo i A nu, L
corresponde, como fungdo inteira associada, a soma da série

(rz)ll-—l

(n—1)!

2
(31) u1+2u,£l’;+3,,3(’—zzl’_+...+nu,, ias

a que podemos dar a forma

d

(32) 8(ra) =

[rz F (rz)] .
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Vamos demonstrar sucessivamente que (30) é absolutamente
somdvel e que a sua soma generalizada ¢ a derivada /' (z), para
qualquer ponto de OM, excluido M.

Os integrais

0 dﬂ -
i e
fue -c—”?[g(fz)]ldt [p=0,1,2...]
serdo convergentes, quando o forem os integrais
f e"’lg(p) (t2) I dt .
0

Atendendo a (32) e ao resultado que se obtem, derivando p
vezes ambos os membros dessa igualdade, vem, representando
por A um nimero positivo finito

A
Josn
0

&P (1z) ] dtS_j: te_"lzl’(p‘l"")(tz) id!—]—

+ (p+ :}jjr'] F(P+'1(:z)]d:.

Ora, ¢ jd sabido, que o segundo integral do segundo membro
conserva sempre um sentido, quando A crescer além de todo o
limite. E o primeiro integral goza da mesma propriedade no
segmento OM (excluindo M), como se vé seguindo o raciocinio
do teorema anterior, depois de ter feito a mudanca de varidveis,
definida pela férmula, também {4 considerada, £z = x ™,

Entdo, independentemente dos valores de A e z (z perten-
cendo ao segmento OM e ndo coincidindo com M), podemos
determinar um ndmero N, tal que seja:

fAe"[g(p’(!z)](!l<N.
0
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Estd provado que, para qualquer valor de p,J‘ e gV (tz)dt
0
¢ absoluta e uniformemente convergente e, portanto, que (30) é
absolutamente somd4vel,
Para demonstrar a segunda parte do teorema, teremos:

f: el (tz) dt = f: e"‘di![iF'(!z)]d.f:

=[tetr (!z]]:—f-f: te F (tz) at

sendo nula a expressdo completamente integrada, em virtude da
somabilidade absoluta de (24) impor a igualdade

fim. [:r’F'uz)] =0,

I=w

Assim, a primeira derivada de f(z), no dominio referido, ¢ a
soma generalizada da série (30), porque podemos escrever:

0

alz) =f:t¢—’F'(:z)dt=fo g (tz)at.

Os raciocinios repetem-se sucessivamente, para as derivadas
de segunda ordem, terceira ordem, elc., e o teorema estd comple-
tamente demonstrado.

Y

Supondo nulo o raio de convergéncia da série (24), vamos
provar que a origem ¢ um ponto singular de ¢ (z).

Com efeito, se a tese fdsse falsa, fazendo tender z para zero,
seguindo o caminho MO, $(z) e as suas derivadas sucessivas
tenderiam para u, u, 2lu,.... Entdo, (24) seria o desenvolvi-
mento de Taylor duma fungéio holomorfa e, portanto, convergente.

Como éste resultado estd em contradigdo com a hipétese de
que se partiu, o teorema é verdadeiro,
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24) O Sr. Borel resume as conclusdes tiradas nos tiltimos
nimeros, nos seguintes teoremas:

Seja P (u, o, o ... ", x) um polindmio inteiro em u e suas
derivadas ', u" ... '’ ), em que u representa uma série ordenada
segundo as poléncias infeiras e positivas de z, absolutamente somdvel
para z=2z,, e cujos coeficientes sejam séries infeiras em x, de raio
de convergéncia superior a |z,|.

Substituindo u pela série correspondente e efectuando os cdlculos
como se fosse convergente, obtém-se uma série absolutamente somdvel
sobre OM (excluindo M), que define uma Jfungdo holomorfa F, no cir-
culo de diametro OM. Esta Jungdo é a mesma que se obleria, subs-
tituindo u pela fungdo holomorfa que a série respectiva define.

Notando ainda que uma fun¢fo holomorfa definida por uma
série de coeficientes nulos € idénticamente nula e que, reciproca-
mente, uma fungdo holomorfa definida por (24) ndo pode ser
idénticamente nula, sem que sejam nulos todos os coeficientes da

série, podemos ainda enunciar:

A fungdo F serd idénticamente nula quando todos os coeficientes
da série correspondente sejam nulos e somente neste caso. A série u
verifica entdo formalmente a relagdo

Bla ', u . ), x)=10
e a fungdo analitica correspondente verifica-a efectivamente.

O teorema estende-se, é claro, ao caso de na expressdo
de P considerarmos vdrias séries, em nimero finito, quando forem
tddas absolutamente somdveis para z = z,.

25) Nos teoremas do n.° 23 ndo intervem a condigfo de
ser diferente de zero o raio de convergéncia da série (24).

Porém, a aplicagdo das séries absolutamente somdveis & feoria
do prolongamento analitico, faz-se supondo que o raio de conver-
géncia ndo é nulo e tem um valor finito.
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Vamos por isso estabelecer, dentro desta hipdtese, um teo-
rema, de que faremos uso no capitulo segundo.

Teorema. — Seja f(z) uma fungdo holomorfa no interior e sobre
um circulo C de didmetro OM, passando pela origem O. Suponhamos
que o elemento analitico da fungdo, relativo a O (ponto ordindrio),
seja a série (24). Esta série é absolutamente somdvel na drea da
elipse que tem como eixo maior o didmetro O'M’ dum circulo C',
concéntrico de C, e para a qual O é um foco. A soma generali-
zada da série é uma fungdo holomorfa de z, que coincide com f(z)
em toda a elipse.

Notemos, antes de tudo, que o facto de f(z) ser holomorfa
no interior e sObre C, de centro @, mostra que o raio do circulo

de convergéncia da série de Taylor f{ z)_Z A, (z—a)" é supe-

rior a |a|.
Portanto, podemos determinar o circulo C', contendo um cir-

culo 7 de centro O, no qual a série (24) tenha por soma f(z)
e sendo a fung¢do ainda holomorfa no interior e sobre C'.

Assim, temos:

(33) i =—1,— ——dx [n=0,1,2...],

sendo o desenvolvimento uniformemente convergente em 7 e sim-
plesmente formal fora déste circulo.

Pretendemos demonstrar que éle ¢ absolutamente somdvel
no dominio referido.

A fun¢do inteira associada é:

(rz)* £ ”+(f2)"
P21 Sal

wtra)=g= [ D[ 14245

2ivwdie) x

—<}-...]d.t=

abyop sy

= i dr
2izJ(o) x !
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donde resulta que a soma generalizada tem por expressdo

o

Js

A série serd absolutamente somdvel, no dominio da existéncia
dos integrais

15 z
e_’.u(!,z)dl=-—_-f dff ')L't}r.‘(?_')dx.
2imJdo (c) *

E -1 0 —
(34) L |l [p=0,1,257]
Ora, temos para qualquer valor de p:
____l____ ﬂf(x) — ] —E&#
zn:.r(b,( ) A8t z=1) ar | <Mr e,

se representarmos por M o mdximo de I (-i—)pf{x) sobre C’,

por ¢ um nimero positivo, e se os valores de z pertencerem ao
dominio definido pela desigualdade

(35) parte real ; <l—e.

Neste dominio da varidvel z, os integrais (34) sdo conver-
gentes, como se deduz da comparagdio com o mtegral_[ ettdt,

e, portanto, a série (24) é absolutamente somdvel.
Fagamos a interpretagdo geométrica da desigualdade (35):
A equagdo

z
parte real — = l,

que pode escrever-se com a forma

fl f __\/2 2
X+ y=Va+g,
G Varp  Vatf
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pondo

1=X-+iY e x=a-}if,

representa, para cada ponto x de C’, uma recta perpendicular
aquela que se obtém unindo a origem ao ponto x.

Todos os pontos z situados para o lado da origem com rela-
¢lo a esta recta satisfazem a condigdo (35).

Quando o ponto x percorre a circunferéncia, a recta tem
como envolvente uma curva, tal que o lugar das projecgdes de O
sObre as suas tangentes é C’. Esta envolvente é uma elipse de
foco O e eixo maior O'M’, e a todos os pontos que lhe sejam
interiores correspondem valores de z, que satisfazem & condi-
¢lio (35).

No interior desta elipse, a série (24) &, pois, absolutamente
somdvel, e a mesma propriedade subsiste para os pontos situados
sdbre a curva, porque o circulo C’ pode substituir-se por outro C”,
concéntrico de C’, mas de maior raio, no qual f(z) seja ainda
holomorfa, C” dando origem a uma nova elipse homofocal da
primeira e contendo-a.

A soma generalizada de (24) é uma fungdo holomorfa na
elipse, como se conclue dos teoremas do n.° 23.

Como esta soma coincide com f(z) em y e, portanto, em
t6da a regido do circulo C' que pertenga a elipse, temos o teo-
rema completamente demonstrado.

A elipse serd tanto mais achatada, quanto menor for a dife-
renga R — R dos raios dos circulos C' e C, mas contém sempre
no seu interior o didmetro OM de C.

Qualquer que seja esta elipse, podemos dizer que a série
€ absoluta e uniformemente somdvel no seu interior.



CAPITULO 1I

APLICAGAO DAS SERIES ABSOLUTAMENTE SOMAVEIS
AO PROLONGAMENTO ANALITICO

26) Definigao. — Sciam f,(z) e f,(z) duas fungdes holo-
morfas nas regides planas A e A,, limitadas pelas curvas fecha-
das C, e C,. Suponhamos que existe uma drea A" comum a 4, e A,
e que, em A, seja

h(z)=/(z),

0 que terd lugar sempre que nesta iltima drea as duas fungdes
tenham um tinico elemento analitico comum.

1, (2) diz-se entdo o prolongamento analitico de f,(z) na drea
A, —A.
2

27) Poligonos de somabilidade. — Suponhamos que
a série

(1) j(z):uo-i-r.rlz-}—uzzﬁ-{—...—I—unz"—i—...

tem um raio de convergéncia finito, diferente de zero, tinico caso
que nos interessa, nesta teoria.

Os pontos singulares da fungfio analitica f(z) distribuem-se
sbbre o plano, devendo pelo menos um encontrar-se sdbre o cir-
culo de convergéncia de (I).

6
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Suponhamos um caso simples, aquele em que existe um tnico
ponto singular A, e consideremos a perpendicular A em A, ao
segmento que une a origem das coordenadas com éste ponto.

A todos os pontos do plano, que se encontram para o mesmo
lado da origem com relagdo a A, corresponde a somabilidade
absoluta de (I).

Com efeito, a fun¢do é holomorfa em qualquer circulo C de
didmetro OM, desde que M tenha por projec¢do ortogonal, sbbre
a recta que une a origem ao ponto singular, um pcnto da semi-
-recta A0, que ndo coincida com A.

Como conseqiiéncia do teorema do n.° 25 e da definigdo do
n.° 26, podemos assim afirmar:

A soma generalizada de (1) define o prolongamento analitico
de f(z) na parte do semi-plano de origem A (regido de somabilidade),
que for exterior ao circulo de convergéncia da série.

Suponhamos que o nimero de pontos singulares seja finito,
e distribuido de qualquer modo no plano.

As perpendiculares conduzidas em cada ponto singular as
rectas, que os unem com a origem, formam um poligono como,
por exemplo, o da figura I,

Pig. 1

que se denomina poligono de somabilidade da série.

Ainda que o nimero de pontos singulares seja infinito, o
poligono de somabilidade pode ter um nimero finito de vértices,
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sendo evidente que é&ste poligono pode ser fechado ou aberto,
conforme a posicdo dos pontos singulares.

Os pontos singulares, em nimero infinito, podem dispor-se,
por exemplo, s6bre uma linha L, completamente exterior ao poli-
gono de somabilidade, como representa a figura 2.

L

Fig. 2

Baseados no que acabamos de expor, podemos enunciar
como propriedades dos poligonos de somabilidade:

1.* A drea do poligono de somabilidade pode ser grande ou
pequena, tudo dependendo da posigdo dos pontos singulares, mas
nunca essa drea poderd ser inferior @ do circulo de convergéncia.

2.2 Para qualquer ponto que lhe seja interior, a série (1) é
absolutamente somdvel, ndo o sendo para os ponlos exteriores.

3.2 Para os ponfos do contorno pode ter ou deixar de fer
lugar a somabilidade absoluta.


http://somabilida.de

CAPITULO III
SER[BS DE FOURIER
I — GENERALIDADES

28) Uma série trigonométrica

(1) %GO-I—Z(akcoskx-l—bksmk.r)

k=1

diz-se a série de Fourier correspondente 2 fungdo integrdvel f(x) (1),
se os coeficientes forem constantes determinadas pelas férmulas:

1 ‘27[ 1 a7
(2) a,,=.1;j'U 7(t) cosktat bk=;Jlo £(t) sen kt dt

[£=0,1,2...],
conhecidas por formulas de Euler-Fourier.

Assim, a t6da a fungdo integrdvel, no intervalo (0, 2%), cor-
responde uma série de Fourier, podendo escrever-se:

(3) f(x)'v%ao-l—z (ak cos kx + by, smkx),

k=1

(1) Nés consideramos sdmente fungdes integraveis no sentido de Riemann,
embora sejam possiveis generalizagdes. Mais geralmente, a t0da a funciio somd-
vel, isto ¢, integrdvel no sentido de Lebesgue, corresponde uma série de Fourier.
Lebesgue dd exemplos de séries de Fourier convergentes, de fungdes ndo inte-
griveis no sentido de Riemann, .
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desde que com esta notagdo pretendamos indicar simplesmente
um desenvolvimento formal.

Nido nos é permitido dizer que a série tem por soma f(x),
pois que Du Bois-Reymond e Lebesgue encontraram séries de
Fourier, correspondentes até ao caso particular de f(x) ser conti-
nua com singularidades notdveis.

Du Bois-Reymond mostrou que a série de Fourier duma fungdo
confinua pode divergir.

Lebesgue mostrou que uma série de Fourier pode representar uma
fungdo continua, convergindo, mas sem que convirja uniformemente
num intervalo de continuidade. :

As férmulas (2) podem obter-se substituindo o sinal ~ de (3)
pelo sinal =, multiplicando ambos os membros da igualdade por
cos kx e sen kx, respectivamente, e integrando ambos os membros
entre os limites (0, 2 =).

Assim, a singularidade de Du Bois-Reymond p&e em evidén-
cia que para obter o integral duma fun¢do susceptivel dum certo
desenvolvimento em série s6 podemos integrar, com seguranga,
térmo a térmo, quando a série seja uniformemente convergente.

A singularidade de Lebesgue mostra que a convergéncia uni-
forme duma série de térmos conlinuos € condigdo suficiente, mas
ndo necessdria para que a soma seja uma fun¢do continua.

Veremos nesta dissertagdo, como podem construir-se fungdes
continuas, com relagdo as quais se apresentam aquelas singulari-
dades.

Dirichlet estabeleceu condi¢des sulficientes, para que uma
fungdo seja susceplivel dum desenvolvimento convergente em série
de Fourier. <

As condigdes de Dirichlet foram generalizadas, conduzindo
a critérios de convergéncia aplicdveis a classes extensas de fun-
¢des, critérios que apresentam aspectos diferentes, conforme esta-
belecem hipdteses sdbre f(x) no intervalo (0, 2 =), ou simples-
mente estabelecem essas hipdteses na vizinhanga dum ponto do
intervalo.
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Dédo assim lugar a conclusdes sébre a convergéncia em todo
o intervalo, particularmente sdbre a convergéncia uniforme, ou
conduzem a resultados puramente locais.

Néo faremos uma exposicdo completa sdbre séries de Fou-
rier, Limitar-nos hemos a consideragdes que nos conduzem a alguns
critérios de convergéncia, sendo nosso fim principal apontar as
irregularidades e mostrar a vantagem, que existe na aplicagdo dos
métodos, que expusemos para obter somas no sentido genera-
lizado.

Uma fun¢do soma duma série de Fourier é evidentemente
periédica, e de periodo 2%, o que ndo quer, porém, dizer
que sé possamos definir por séries de Fourier fungles desta
natureza.

Com efeito, empregam-se estas séries para definir fungdes arbi-
trdrias, isto €, fung¢bes cuja maneira de ser num certo dominio,
qualquer que éste seja, ndo arrasta qualquer restrigio relativa
4 sua determinagdo fora désse dominio.

Seja f(x) uma fungdo definida no intervalo (a, &), tal que
coincidam os seus valores inicial e final.
A mudanga de varidveis, correspondente & férmula

transforma f(x) numa fungdo ¢ (x,), definida no intervalo (0,2 =)
e que neste intervalo toma os mesmos valores de f(x).

Esta fungdo pode seguidamente substituir-se por outra de
periodo 2z, que no intervalo (0, 2%z) tome os mesmos valores
da primeira.

A série de Fourier que defina esta fung¢do periddica, define
a fungdo proposta no intervalo (a, 6).

Se for f(a) + f(b), a substituicdo de ¢ (x,) por uma fungdo
periédica pode ainda fazer-se, coincidindo os valores da nova
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fungdo com os da primeira, quando sdo excluidos os extremos do
intervalo.

A fung¢dio periddica, que é de facto aquela que se desenvolve
em série de Fourier, em geral, apresenta descontinuidades nos
pontos 2k= [k=0,1,2...], e a série de Fourier que a defina,
define a fungdo proposta no intervalo (a, 0), desde que sejam
excluidos os extremos.

Nés colocamo-nos, em geral, no campo seguinte:

1.2 f(x) € uma fungdo periédica de periodo 2 =.

2.2 f(x) é uma fungdo absolutamente integrdvel, isto é, tal
que | f(x) | seja integrdvel. :

I — CRITERIOS DE CONVERGENCIA

29) Estabelecido o desenvolvimento (3), para deduzir con-
di¢des de convergéncia, vamos somar os n- 1 primeiros térmos
e ver quando a expressdio obtida tende para o limite f(x), cres-

cendo n indefinidamente.
Consideremos juntamente com a série de Fourier correspon-

dente a f(x) a chamada série conjugada

o
(4) Z (bkms kx — a,, sen kx) -
1

que se obtém permutando os coeficientes a, e b,, e substituindo
x por —x, e representemos por S e S, as somas de ordem n

das duas séries.
Temos:

s,,z%f:m [—;—-{—ansk(t—x)]f(!)rll

k=1

s’,,=%f:z [ i senk (t—=x) | r(t)at.
k=1
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Como a fungdo admite o periodo 2%, podemos escrever

3n=%fj: H’+Z coskf]f(x+t)dl

=_Jl_ Zsenkr j’(x+l)£”.

ou, decompondo cada integral em soma de dois integrais, em
que a diferenca entre os limites seja = e, mudando £ em —7 nos
integrais de limite inferior — =,

- n
s,,=%f0 [%12 cos m] [f(x—}—i] +f(.r—:)] dt
k=1

5| =

———I senkl f(x-i—i)-—f(.t—f)] d!--

Multipliquemos ambos os membros da segunda igualdade
pela unidade imagindria e somemos as duas membro a membro:

n
s,,+fs;,=%f: [%JZZ (cos kt i sen kt) ]f(x—}-t)dr-}—
=21

+%f: [%4_2 (cos kt—z‘smk!}]f(x—-!)dt.
k=1

Como é

A n
";"+ Z (Coskt—}—ismkt) = Z (cos kt -} i sen kt) _'él':'
&=1 k=0
LdmEna_ g e sy
2("—1) 2isenit

sen(n—-3)¢  cosft—ecos(n+4})¢

i
2senit + 2senit
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e mudando f em —/

sen(n+3)t  cosyt—cos(n+})¢
g
2sen}t 2senlt :

n
+- Z (cos kt — i sen kt) =

podemos escrever:

sen(n-+-3)¢

: x
Su+isn=%ju [f(x+t)+f(x—t)] W;ﬂ-{—

cosit—cos(n+1)¢

Y (e E

2senit

Assim, temos, finalmente, para expressdes das somas de
ordem 7, com relagdo as duas séries:

sen(n-41)¢
senlatilt,
2senit

So=1 [ [retn+st:=0]
(5)

U

cosji—cos(n+1)¢

3 dt.
2sengt

=L [retn—re=n]

30) Condigdes de convergéncia. — Vamos procurar
condigdes em que tenham lugar as igualdades:

lim. S,=7(x)

n=®

(6) : | e |
lim. 5=/, (x)=-2—rj‘o [j(x +1) —f(x—l)] colg 14t

Da igualdade que resulta do cdlculo feito no iltimo niimero

sen(n+1)t
——I-Zc 5 kt = :

Zsmlt
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deduz-se que é

) =2 [Fn e

"z Jo 2sendt

Subtraindo, membro a membro, a primeira igualdade (5)
e zquela que se obtém multiplicando ambos os membros de (7)
por f(x) e atendendo as segundas igualdades (5) e (6), vem repre-
sentando por R e R, as diferengas f(x) —S,ef (x)=S§,:

Il

R, %J‘f [zf(x)—]:f(.r+1)+”_r_l)]]Mw

0 2senit
(8)
el R o o ms(n-}-ﬂ
Rn—,.fo [I(H-f) S(x f)]———— dt

c 1
2sengt

As séries convergirdo para f(x) e f,(x), quando f6r possivel
fazer corresponder a qualquer ndmero positivo 3 um ndmero N,
tal que seja:

[Ri]| <P e |R,| <
para
n>N.

A convergéncia serd uniforme num intervalo, quando N fdr
independente dos valores que toma x no intervalo.

Para achar classes de fungdes susceptiveis de darem origem
a séries de Fourier convergentes, torna-se, portanto, necessdrio
estudar os integrais (8).

Para facilitar a exposi¢o, comegaremos por estabelecer alguns
lemas.

31) 1o Seja ¢(x) uma fungdo continua num intervalo (a, b).
Os infegrais

b b
(9) I=J‘a(p(x)senkxdx " I'=Ltp(x)caskxdx

tendem para o limife zero, quando k cresce indefinidamente.
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Como a demonstragdio é a mesma para os dois integrais, limi-
tamo-nos a considerar o primeiro.

Efectuando a mudanga de varidveis definida pela [Srmula

5
X={-4—
+k

L

vem:

CRiis A
J:——J‘ ' (t — ) sen kt dt
a_Eq’ +k)

&

21=J‘: [cp(.r)—-go(x-l—;—)] senkxa’x—-fa x &7 (x»{m;—:) sen kx dy -

[ -

k

- J‘:_E @ (.r—l—%) sen kx dx .
&

Em virtude da continuidade de ¢ (x), todos estes integrais
tendem para zero com —,';, sendo, portanto, como pretendiamos

demonstrar:

lim. /= lim. I'=0.

k=w k=o

2.2 O mesmo feorema subsiste, quando «(x) apresenta um
nimero finito ou infinito de descontinuidades, desde que seja absolu-
tamente infegrdvel.

Com efeito, representemos por £ e E', respectivamente, con-
juntos formados pela soma dos intervalos, compreendidos em (a,b),
onde ¢ (x) seja continua e apresente descontinuidades,
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Como ¢ (x) é absolutamente integrdvel e, portanto, integrd-
vel, podemos escrever:

b
f rp(x)senkxd.r:j q:(.t)senk.rdx—{-f @ (x) sen kx dx,
a (E) (E)

sendo £ um conjunto de medida nula (1).
Ora, qualquer que seja o nimero positivo ¢, teremos:

J le(aa<
(&) 2

e, portanto

E
<'é‘|

'f @ (x) sen kx dx
E')

representando £ um niimero arbitrdrio.
Por outro lado, como ¢ (x) é continua em £, para k superior
a um nidmero fixo %, convenientemente determinado, vem:

‘JI @ (x) sen kx dx
(E)

2 3
5
O teorema estd demonstrado, porque para k> £, é:
b
IJ‘ @ (x) sen kx dx | <8,
a

Observagdo. — O teorema tem aplicagdio, em particular,
quando se trate duma funcdo de variagdo limitada.

As fungdes de variagdo limitada podem apresentar uma infi-
nidade de pontos de descontinuidade de primeira espécie, consti-

() Chamamos conjunto de medida nula wm conjunto cujos pontos podem
encerrar-se num ndmero finito ou numa infinidade numerdvel de intervalos, de
comprimento total tio pequeno quanto se queira.
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tuindo um conjunto de medida nula e sdo absolutamente inte-
grdveis (1).

3.0 Se suposermos varidveis os limites (a, b), num dominio em
que @ (x) seja absolutamente integrdvel, a convergéncia para zero dos
integrais (9) é uniforme.

b
Com efeito, comof | % (x) | dx é uma fungfio continua de a

e b, e os integrais (9), dependentes do pardmetro %, variam menos
rapidamente com os limites, sdo estes fung¢des uniformemente con-
tinuas das mesmas varidveis.

Como para cada sistema de valores (a, 6) convergem para
zero, a todo o nimero positivo 3 podemos fazer corresponder um
nimero &, independente de (a, &), tal que seja para k> k,

b
f«p(x)smkxdx <l
a
ficando o teorema demonstrado.
Mais geralmente, convergem ainda uniformemente para zero,
com % os inlegrais

b b
J 9 (x+ x)senkxdx € f ¢ (xy + x) cos kx dx ,
a a

desde que a varidvel t=x,+x ndo ullrapasse o dominio em que
a fungdo seja absolutamente integrdvel.

Na verdade, o primeiro integral, por exemplo, € igual & soma
dos dois integrais seguintes, que convergem uniformemente para
zero:

i ki dt — k <5 ) (¢) ki dt
t) sen kt sen kx, I cos .
cos kx, fa 5 ¢ (1) 0 ), = )

(1) Ver, por exemplo, Legons sur l'intégration ef la recherche des fonclions
primitives, Henri Lebesgue, pdg. 49 da 2.0 ed.
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4.2 Continuando a supor (a, b) varidveis, mas de modo que
t=x,+x ndo exceda o dominio em que ¢ seja absolutamente inte-
grdvel, os integrais

b ; b
]IZJ' 9 (% x)p(x)senkxdx e I,=JI @ (x4 x) % (x) cos kx dx
a a

. 1
convergem uniformemente para zero com 2 € b (x) (dependente ou

ndo do pardmefro k) for uma fungdo que admife uma derivada con-
tinua.

Com efeito, integrando por partes o primeiro integral, vem:

b
h=0(0)4(0)— [ 00 ¥ (x)as,

pondo

X
¢(x)=fa @ (%o + x) sen kx dx .

. 1
Como @ (x) tende uniformemente para zero com 0 mesmo
acontece a /,, como desejdvamos demonstrar.

32) Das proposigdes do niimero anterior deduzem-se, ime-
diatamente, dois teoremas importantes de Riemann:

a) As constantes de Fourier relativas a uma fungdo f (x), abso-

lutamente integrdvel, fendem para zero com kl.

b) A convergéncia, num ponfo x, da série de Fourier, corres-
pondente a f(x), absolutamente integrdvel, apenas depende da forma
desta fungdo na vizinhanga do ponfo.
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Com efeito, deduz-se de (5):

LA +S(x—1) [
zsnzfs 2senlt sm(”-i—:?-)’dl_}d
S+ +f(x—1) 1

-|- : T sen(r:+5)tdt.

Como o primeiro integral tende para zero, quando n cresce
indefinidamente, qualquer que seja o niimero positivo ¢, S, ten-
derd para um limite, quando tender para um limite o iiltimo
integral,

O teorema que subsiste, como € evidente, para a série conju-
gada, estd demonstrado, porque ¢ é tdo pequeno quanto se quiser.

33) Critério de Riemann-Dini.— As expressdes de R,
e R, escritas no n.° 30, correspondentes a uma fungdo absoluta-
mente integrdvel, de periodo 2%, podem tomar a forma

1 (*2(0) 1 v 1
Ry=1 +ita—= [ o) [ -7t !
& WJ‘o tsm(nlg)ldt = u@()lt zsmé‘]sm(n-{-ﬂ)ld!
C 1R (1) 1 (* - I
Rn=;f0 %cos[n-]—é)tdt—;fo 3&(1)17—2—“”—”] cos (n 1) tat,
2

pondo
() =27(x) = [ 7(x+1) +s(x=0]

P(e) =S+ 1) —f(x—1).

1
2senlt
nua, o 4.° lema do n.° 31 mostra-nos que os segundos integrais
que entram nas expressOes de R e R sdo infinitamente pequenos

|
com —.
n

Como a fungdo [%—- ] admite uma derivada conli-
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Assim, atendendo aos primeiros lemas do mesmo niimero,
podemos enunciar o critério de convergéncia:

A série de Fourier duma Jungdo, absolutamente integrdvel, con-
verge para f(x), quando existe o integral

(10) ; r'i(r‘ﬂdr,.

0
representando por € um niimero positivo.

A série conjugada converge para f,(x), quando existe o integral

(1) f:""'(:”dt.

Estabelecendo condi¢des a que deve satisfazer f(x) para que
(10) e (I1) sejam convergentes, cbteremos classes de fungdes que
conduzem a séries de Fourier convergentes, sendo importante notar
que a existéncia de (10) pode ter lugar quando ¢ (7) tenda para
zero com £, isto €, num ponto regular de f(x), e a existéncia de
(11) quando for f(x4-0)=f(x—0).

Nesta ordem de ideias, teremos:

O critério de Riemann-Dini é satisfeito se f(x) Jor Lipchitziana
de ordem o> 0, no ponto x, isto é, se for

17+ —1(2) | <K e[
representando K uma constante posifiva.

Particularmente, a série de Fourier e a série conjuguda conver-
gem, se f(x) admitir derivada.

34) Critério de Jordan. — A série de Fourier duma fungdo,
absolutamente integrdvel, converge para f(x) em qualquer ponto regu-
7
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lar do dominio em que a fungdo seja de variagdo limitada. A conver-
géncia é uniforme no dominio inferior dquele em que a fungdo de
variagdo limitada seja confinua.

Com efeito, como f(x) é de variagdo limitada na vizinhanga
do ponto x, também o é ¢ (£) no intervalo (—¢, - ¢) e esta fungdo
tende para zero com # porque consideramos um ponto regular.

@ (f) serd, pois, a diferenga de duas fungdes positivas, ndo
decrescentes, que podem ser escolhidas de modo que sejam nulas
para {=0.

Assim, pondo
7 (1) =9 () —pg(t) s

para demonstrar que, mediante as condi¢des impostas, R tende

para zero com %, basta considerar o primeiro integral da expres-

sfio escrita no nimero precedente, substituindo o limite superior
por ¢ e ¢ (£) por qualquer das fun¢des do segundo membro da
igualdade.

Teremos, aplicando o segundo teorema da média e represen-
tando por ¢, um nimero compreendido entre 0 e ¢:

€ l
J‘O ?lu}sm{n;{-gl dt ‘?1(”] sm(n-l—]

(n+de .,
_?,()f( de i

Ora, por maior que seja n, €:

(n+3)e =
J‘ : s‘”dt<f sentd"
(a1 e ! 0. f

independentemente dos valores de ¢ e ¢, porque o primeiro inte-
gral é a diferenga de dois integrais andlogos, ambos positivos
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e inferiores ao do segundo membro da desigualdade, como se
reconhece escrevendo um déles sob a forma

J‘("+ )esmt (J‘ +J’2x+ (n‘f'élﬁ) se:zt a,

0 mx%

e notando que as parcelas em que se decompde sdo decrescen-
tes em valor absoluto e alternadamente positivas e negativas,
Resulta, portanto, que é:

’J‘ sen(n+1) St}

Como ¢, tende para zero com ¢, a todo o nimero positivo 3
podemos fazer corresponder um nimero 7, tal que seja

-

=8

T

1 & sen(n-f-3)1
Jotsllorsmmat

quando f0r ¢ <%, ficando estabelecida a convergéncia da série de
Fourier, em qualquer ponto regular.

Se f(x) for continua o mesmo tem lugar para o (), que serd
a diferenca de duas fungdes continuas, ndo decrescentes, que
tendem uniformemente para zero, com f£,

No dominio interior ao intervalo de conlinuidade, n ndo
depende de x e a convergéncia da série é, portanto, uniforme.

Vé-se também, que a série conjugada converge uniformemente,
quando a fungdo f(x) for de variagio limitada e continua.

Observagdo. — O critério de Jordan exige que a fungdo seja
de variagdio limitada, e nés concluimos a convergéncia da série
para f(x), em qualquer ponto regular.

Porém, uma fungdo de variagdo limitada pode apresentar
descontinuidades de primeira espécie, ndo regulares.,
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Para estes pontos a série ainda converge, mas a sua soma
ndo ¢é igual ao valor da fungdo, mas sim igual a

S(x+0)+f(x—0)
- :

35) Fenémeno de Du Bois-Reymond e Gibbs. —
Notemos que para uma fungdo de variagdo limitada, a convergén-
cia uniforme da sua série de Fourier s6 ficou estabelecida para
um dominio interior ao intervalo de continuidade.

O estudo da série de Fourier duma fungdo de variagdo limi-
tada, na vizinhanga dum ponto de descontinuidade dd origem ao
chamado fendmeno de Du Bois-Reymond e Gibbs, que vamos por
em evidéncia com um exemplo.

O exemplo de (libbs corresponde & fungdo de vanaqao limi-

tada, de periodo 2 =, que no intervalo (0, 27) toma os mesmos
—_x

2

O valor zero corresponde a um ponto de descontinuidade de

primeira espécie, para esta fungdo, pois que temos:

valores que a fungéo —

‘(04 0)= —I(O) 8. J{0-r0)=—

[S1E]

A série de Fourier, correspondente & fungdo proposta,

(12) SR SR SRR e

1 2 n
converge uniformemente para o valor da fungdo, no intervalo
(¢,27—c¢), sendo ¢ positivo e menor que 2%, e para x=10
ainda a série é convergente tendo uma soma nula.

Vamos mostrar que a convergéncia na vizinhanga do ponto
zero ndo é uniforme,
Temos para qualquer valor de x do intervalo (0, x)

sn(x)=f:[£‘0$f+co.52t—§— AL = cosnt]dt:

=J\x[__|_+i"(_"jjli],”=_£+fxwm
2 ’

2sendt 2 0, " 25enlt
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e, com as mesmas notagdes do n.° 30

= * sen (n4-1) ¢ s J’" sen(n--3) ¢
R(o)imimm —_—— = — - ————.
a(5)=3 fo 2senlt 2= Jo PR

75 i L P

t 2sen}t

= S e

0 3 2senlt

] sen(n--§) tdt ,

O iltimo integral escrito tende uniformemente para zero com =

|
N RS t 2senlt
éste integral, e fixemos um valor de 7.
- Os valores de x que correspondem a mdximos ou minimos

de R (x) no intervalo (0, =) sfio:

¢ uma funcdo continua. Representemos por v

Zand i

e PR E

sendo / um inteiro menor ou igual a n. Os valores impares de /
dfo os minimos e os valores pares os madximos.
Para estes pontos é:

% % sent
R (x; :——f dt~41..
w (%) 2 UL +
Fagamos, por exemplo, i=1 e déem-se valores crescentes
2=x

a n. Os valores sucessivos de x= - aproximam-se de 0, e R

n+1
nfo tende para zero com —‘:-, mas para o valor finito e diferente
de zero

T
14
‘-'f f sen di .
R

A convergéncia da série (12) ndo é, portanto, uniforme, na vizi-
nhanga do valor 0.
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O mesmo se podia verificar, para os pontos x=2#kT7
[#=0,"1,2.7"].

Considerando a curva, que tem por equagdo y=S, (x), vé-se
x—X

que ela oscila para um lado e outro da recta y= , no inter-

valo (0,2%). Estas oscilagdes amortecem-se uniformemente, no
intervalo (e, 27z —¢), quando n cresce indefinidamente. Porém,

iT

ficam superiores a um limite fixo, indo acumu-

nos pontos T

lar-se nos pontos de descontinuidade, quando n cresce indefinida-
mente,

E ¢ste modo de convergéncia de S, (x) para f(x),-e o facto de
existir uma diferenga finita entre S, (x) e o valor da fungdo na vizi-
nhanga dos ponfos de descontinuidade, que constitui o fendmeno de
Du Bois-Reymond e Gibbs.

111 — SINQULARIDADES DE SERIES DE FOURIER
DE FUNGOES CONTINUAS

36) Segundo o critério de Jordan as fungGes continuas, de
variagdo limitada, ddo origem a séries de Fourier uniformemente
convergentes. Mas, hd fungdes continuas, que num certo intervalo
admitem um nimero infinito de mdximos e minimos e, podem ser
por isso de variagdo ndo limitada.

E a fungdes déste género que devemos dirigir-nos para por
em evidéncia as singularidades de Du Bois-Reymond e Lebesgue,
referidas no n.° 28.

La Vallée Poussin dd uma forma de construir fungdes desta
natureza e é o seu método que vamos seguir.

Considerando a soma de ordem 7 da série (12) e represen-
tando-a por ¢ (n, x), teremos:

senx sen 2x sen nx
2tp(n,x)senmx=2( )smmx,

l+ > i e 2

onde supomos o inteiro m > n.
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Temos uma fungdo de x, par, continua, de periodo 27, que
conserva um valor inferior a um niimero fixo A, quando n e m

crescem indefinidamente.
A série de Fourier desta fungdo é uma série de co-senos,

limitada, que facilmente se obtém,
- Com efeito, é:

n
s
“.t':‘if Zsenr!smmt kg o
T Jo r

r=1
2In
cos(m—r)t—cos(m—+r)t
=—l—f Z ( ) kel cos ki dt ,
TJo r
r=1
ou
km—n
a, =10 para
k>m-+n
seel ey | =)
Ipen =" a”‘—"+‘—r7?-—|' “m—l—'T y =0,
. | i | = I
ﬂm+1——'-l",ﬂm+s--—'—-‘?' s ﬂ'm_'__n—-—';.

A série de Fourier ¢, pois:

1 n
cos (m—r) x cos (m--r) x
(A3 Z r _Z r 2
r=n r=1

A série conjugada

_isrn(m—r)1'+isen(m+r)x

r o

(14)

r=n rs=1i

¢ a série de Fourier da fungdo impar 2y (n, x) cos mx, que goza
das mesmas propriedades referidas para 2 ¢ (n, x) sen mx.
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Estas duas fun¢des vdo entrar na formagdo das fungdes con-
tinuas, cujas séries de Fourier apresentam as singularidades apon-
tadas.

X—X
2

x+2k=, a fungdo de periodo 2= que no intervalo (0,2 =) toma os
T—X

Notemos que sendo lim. ¢(n,x)sen mx= sen mx, para
n=w

mesmos valores que sen mx, quando m seja finito, é continua

e de variagdo limitada, quer dizer, pelo facto de multiplicarmos
X—X

por senmx, desapareceram as descontinuidades notadas no

tiltimo nimero. Mas, a fungdo considerada, quando m cresce além
de todo o limite, apresenta um nimero infinito de mdximos e
minimos e, entdo, pode deixar de ter uma variagfo limitada.

A funglio de periodo 2=, que no intervalo (0,2%) toma os
T—X

mesmos valores que cos mx, continua a apresentar desconti-

nuidades, e pode deixar de ser de variagdo limitada, quando m
cresce indefinidamente.

Fagamos o estudo das singularidades, que correspondem nas
séries (13) e (14) aos factos apontados:

1.> O valor absoluto da soma dum grupo qualquer de térmos
consecutivos (soma parcial da série) de (13) e (14) conserva-se infe-
rior a um niamero L, que somente depende de e, desde que x pertenga
ao intervalo [2k=+¢, 2k=+ (2% —¢)], onde representamos por e
umn nimero positivo e por k qualquer dos nimeros 0,1,2. ...

Com efeito, qualquer soma parcial das séries, que tratamos,
pode representar-se por combinagdes lineares de

= cos (m—r) x : sen (m--r) x
G o

Ty
r=1 r=1

desde que convencionemos supor que /m e x podem ser positivos
ou negativos.
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Ora, como o valor absoluto de qualquer destas expressdes
ndo pode exceder

s s
cos(m-t-r)x+isen(m-r)x i(mr)x
‘ Sk (n 1)k e =l y - >
r e
r=1 r=1
X
ti?M
2isen= .
tscn—z-
ou
S cos (m ) x+ Lsen (m + 1)
cos (m—-r)x—isen(m-4r)x A
‘ Z r xl< c =L,
o sen en«é

fica demonstrada a proposi¢éo.

2.° Na série (13) existe uma soma parcial, que cresce indefini-
damente com n, para x =2k,

Na verdade, pondo x_ZIc = no segundo somatdrio que apa-
rece em (13), vem:

Z“—f Pttt [ s [T g,

3.2 Na série (14) existe uma soma parcial que ndo ftende uni-
formemente para zero, quando x tende para 2 k.

Com efeito, ponhamos x=2k1z+2l, no primeiro soma-
m
tério, supondo m infinitamente grande.

Por ser =% <§, temos:

m 2
' r=® r=x rx

n se”(_z—_-ﬂ_l-_é) n COS;'Z—> " I-_EE :
R R

S SRR
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37) Feitas estas consideragdes, vamos construir fungdes
continuas, a que correspondem séries de Fourier, que divergem,
ou que ndo convergem uniformemente.

Seja a, +a,+a,+...4+a,+ ... uma série convergente, de
térmos positivos.

Sejam b, byyuri by oo €, €y oy, duas sucessdes infi-
nitas de nimeros inteiros e positivos, que crescem com o indice,
sendo ¢, >0, .

As séries de térmos conlinuos

(15) f(x}r=z a, 9 (b,,x)sen(c,x)

1

(16) fl(x)=2aﬂq:(bn,x)cos(cnx)
1
el
sfo uniformemente convergentes, porque os valores absolutos dos
seus térmos sdo menores que os da série convergente de térmos

constantes e positivos AZ a1
1
As suas somas f(x) e f,(x) sdo, portanto, fungdes continuas.

Suponhamos que fazemos crescer indefinidamente 4, de modo
que a,logb, cresca também indefinidamente com n.

¢, cresce do mesmo modo além de todo o limite, e nés pode-
mos ainda fazé-lo crescer tdo rapidamente que seja

cn_bn>“u—1+bn—l-

As séries de Fourier de f e f, obiém-se escrevendo sucessi-
vamente os desenvolvimentos de Fourier dos diferentes térmos
de (15) e (16).
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A condi¢do necessdria e suficiente para a convergéncia
| Saqp—S.| <3, para 2>n,

qualquer que seja p, ndo pode realizar-se, para x=2 k=, na série
de Fourier de f(x), porque esta tem somas parciais com as mesmas
propriedades das de (13).

A série de Fourier de f, (x) é, evidentemente, convergente
para x=2k=, porque tem uma soma, que € zero. Porém, na
vizinhanga daquele ponto a convergéncia ndo pode ser uniforme,
porque a série tem somas parciais como as de (14).

Assim, as séries de Fourier das fungoes f(x) e f,(x), que sdo
Séries conjugadas, apresenlam, respectivamente, as singularidades de
Du Bois-Reymond e Lebesgue.

Facilmente se vé, que estas séries sfio uniformemente con-
vergentes no intervalo [2k=+¢, 2k=+ (27 —¢)].

Com efeito, as somas dos m primeiros térmos destas séries,
qualquer que seja m, sdo iguais s somas dum certo nimero de
térmos de (15) ou (16), que tendem uniformemente para um limite,
quando m cresce indefinidamente, e de somas parciais de (13)
ou (14) multiplicadas por constantes, que convergem uniforme-
mente para zero.

Exemplo. — As fungdes continuas

o

flx)= z -"IT(F (2”,3x)sen (2"""”3::)
1

w

S (x)= Z ‘r‘:‘,“f' (Zfl?x)cos(Z("'*'”sx)

1

correspondem séries de Fourier com as singularidades de Du Bois-

-Reymond e Lebesgue, porque RL, log 2" cresce indefinidamente

18 3 3 118
com i, o 2 TN LR oA colamaly
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1V — SOMAS DE FEJER

38) Do que foi exposto conclui-se que o emprégo de séries
de Fourier exige o maior cuidado, e que o estudo das condiges
de convergéncia é delicado.

Néo é possivel, com generalidade, -definir uma fun¢do conli-
nua pela sua série de Fourier, se nos limitamos a considérar séries
convergentes.

Se uma fungdo, absolutamente integrdvel, apresentar descon-
tinuidades de primeira espécie, a sua série de Fourier pode con-
vergir nestes pontos e a convergéncia pode ser uniforme num
certo intervalo, que ndo contenha as descontinuidades.” -

O fenémeno de Du Bois-Reymond e (ibbs mostra, porém,
que a soma dos n--1 primeiros térmos pode ndo estar com-
preendida entre o minimo e o mdximo da fungdo, e que nos
pontos de descontinuidade /im.S, se afasta do valor da fun¢do.

Vamcs: ver que o primeiro capitulo déste trabalho tem nas
séries de Fourier um belo campo de aplicagdo, porque a teoria
néle exposta permite-nos empregar séries de Fourier, com uma
generalidade muito superior aquela que se oblinha, considerando
somente séries convergentes.

E a isso que nos conduz o teorema seguinte:

A série de Fourier duma fungdo absolutamente integrdvel, de
periodo 27, é somdvel (C, 1), em todo o ponto em que f(x) admite
um valor limife @ direita e wn valor limife @ esquerda. A sua soma
S(x+0)+f(x—0)

2

generalizada é

Representemos por o, a soma de ordem 2 de Fejér, que
corresponde segundo as notagdes do n.° 6 a Cp_y:

= =SO+'SI +...+S,,__1=

n
n—

t |
=Lf: [rGe+ 0 +5x=0] ), L 1%

nw 2sent
k=0 =
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Como é:

n—1 n—1

coskt —cos (k-+ 1)t | —cosnt n
sm%tZsm(k»}-%)t:E 2( ) = 5 zsm*zt,

k=0

vem, fazendo a substituicdo e mudando £ em 21, o infegral de Fejér:
| 5 2
(1) gy=— [ " [sx+20+stx—20] (22 .
0

nmw sen it

Pretendemos demonstrar que é

oo 0 +r(x—0)
m, Gn—a .

n=w= 2

Pondo f(x)= qua]quer soma de Fejér € igual a unidade,

resultando:
x
2 sen nt \®

£l
(18) |=-% < (M-—) dt

nex sent

S(x+0)+s(x—0)

Multipliguemos ambos os membros por

e subtraiamos, membro a membro, (17) e a igualdade resultante.

Vem:
19

FEEOFS==0) 2 T sennt
< e 2 =Ej ()(smt) %y

representando por ¢ (/) a diferenga

Sr204f(x—=210)  f(x+0) +5(x—0)
: 2 2 d

ou, designando por / o iltimo integral e por ¢ um niimero posi-
tivo arbilrfirio,

-
3

____f ,n(!)sen .rrllm‘g'r ]dt—{-—’%_?fc_ l(()(Sfﬂn!) ot +

J‘ ,{) smn!
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Como as duas primeiras parcelas tendem para zero com ,Il,
porque os integrais tém sempre um valor finito, é

lim. /= lim. [%fsvy(:)(s‘Z"’ )g a.
0

n=w n=w

Ora, como em virtude das hipdteses do teorema é |$(¢)| <0
(nimero positivo arbitrdrio), quando ¢ for escolhido suficiente-
mente préximo de zero, podemos fixar ¢ de modo que seja res-
peitada esta condigdo no intervalo (0, ¢), vindo para valores de n
suficientemente grandes

nz

3 re 2
el 20 ("””[) dt:ﬁf
T o 0

sent\?
5 s s ( i )dt'

lim. |1]|<<—
0

n==

atendendo a que é

o, tende para o limite que foi referido e estd, portanto,
demonstrado o teorema.

Coroléarios. — 1.°  Em qualquer ponfo regular da fungdo ¢
lim. 5, =f (x).

2.0 FEm todo o intervalo interior ao intervalo de continuidade o,
converge uniformemente para f(x).

Podemos, pois, sempre definir uma funcdo continua pela sua
série de Fourier, desde que se considere a soma generalizada
lim. s, .
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39) Teorema de Weierstrass. — E interessante notar,
que obter as somas de Fejér equivale a substituir a série de
Fourier pela série

°0+i(sn—=u—l}!

aA=1
cujos térmos sdo expressdes trigonométricas finitas da forma

oy +- @, cos x - B, sen x - ay cos 2x 4 By sen 2x - ... +

+a, _qcos(n—1)x+4B, _sen(n—1)x,

que é uniformemente convergente, se a fungdo correspondente for
continua.

Daqui se deduz como aplicagdo interessante um teorema
notdvel de Weierstrass:

Uma fungdo continua de periodo 2 = pode desenvolver-se em série
uniformemente convergente de expressdes trigonoméiricas finitas.

Uma fungdo continua num intervalo (a, b) pode desenvolver-se
em série uniformemente convergente de polindmios.

A primeira parte é uma conseqiiéncia imediata do que ficou
dito.

Para demonstrar a segunda parte, observemos, em primeiro
lugar, que obter o desenvolvimento duma fungdo em série unifor-
memente convergente de expressdes trigonométricas ou poling-
mios, e determinar expressdes trigonométricas finitas ou poling-
mios, que representem a fungdo com uma aproximagdo tdo grande
quanto se queira, independentemente dos valores da varidvel, sdo
questdes equivalentes.

Com efeito, seja:

S(x) =) Pi(x)

uma série uniformemente convergente.
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E possivel fazer corresponder a todo o niimero positivo 3
um nimero /N, independente de x, tal que, para n > N, tenhamos

| £(x) =8, (x) | <3.

S,, soma de n expressoes finitas, é uma expressdo finita, cujo
desvio a f(x) é tdo pequeno quanto se queira.

Reciprocamente, suponhamos que por meio de expressdes
trigonométricas finitas ou polinémios realizamos a aproximagiio
da fungdo, tdo grande quanto se queira, independentemente de x.

A uma sucessdo infinita de nimeros positivos, tendendo para

Zero
g, 8 €

01 L e
é possivel fazer corresponder uma sucessdo infinita de expres-
sbes P, P ... P ..., cujos desvios com relagdo a f(x) sdo
inferiores a ¢, [i=0,1...2...].

Entdo, a série

f(")=P(y+(P1_Pa)+(pg_Pj)+"'+ (Pn'—[‘n—1)+"',

cujos termos sdo expressdes trigonométricas finitas ou polindmios,
é uniformemente convergente.

Seja entdo f(x) uma fungdo continua em (a,b).
O intervalo arbitrdrio (a, &) pode reduzir-se ao intervalo
(=1,-1), empregando a substitui¢do linear

) 1--¢
=t

*=a

Assim, sem que seja modificada a generalidade, podemos
supor f(x) definida no intervalo (—1, 1) e, pbr x=:cos ¢.

A fungdo f(cosg) é uma fun¢do par, de periodo 2=, conti-
nua, cujo desenvolvimento de Fourier dd origem &4 soma de Fcjér
a,, de desvio a f(cos¢) tdo pequeno quanto se queira.
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Os térmos da série contém sdmente co-senos e assim &:
0, =ty cosp--aycos209 4 ... + a, ,cos(n—1)g.

Como cosk¢ € um polinémio do grau % em cos ¢, que pode-
mos representar por P (cos¢)=P,(x), temos também que o, se
pode substituir pelo polinémio

“o+"'1 Pi{x)-i-a,Pz (X) + ---+ an_.lpn_ltx)l

ficando, portanto, demonstrado o teorema, em conseqiiéncia da
observagdo feita.

40) Jd pusemos em evidéncia a utilidade das somas de
Fejér, quando se pretende obter a aproximagdo duma fungdo con-
tinua, por meio de expressdes trigonométricas finitas.

Debaixo do mesmo ponto de vista é ainda notdvel o teorema
seguinte:

Se f(x) for limitada e infegrdvel, tendo por extremos superior
e inferior I e L, a soma de Fejér, o, ficard sempre compreendida
entre L e L.

Temos, com efeito:

L

=
2

2_-1 (smn!)‘!dts%<2LJ‘2(sennt)2m

—nzx ), sen t

Vem, pois, como pretendiamos demonstrar, atendendo a (18);
<o, <L.

Como vimos, (fendmeno de Du Bois-Reymond e Gibbs) as
somas de Fourier, S , ndo gozam, duma maneira geral, da mesma
prepriedade.

8
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Com relagdo a estas, apenas podemos afirmar, continnando
a tratar de fungdes limitadas e integrdveis:

Se os médulos dos produtos das constantes de Fourier pelos seus
indices se conservarem sempre inferiores a dois niimeros fixos A e B,
S,_, estard compreendida entre [ — (A+B)elL+(A+B).

Com efeito, pondo na série de Fourier correspondente
funcdo u,=a,cos kx+b,sen kx, temos:

Souls Sfeh i ehitass
g = 0 l+n + 1=Su—1""7|,'("l+2"2+ et (n—1) ”n-—l)'

Como €, em virtude da hipotese, %|u,| <A+ B, resulta;

l’n""sn—1[<A‘+B:
ou

—(A4-B)<o,—S,_,<A+8B,
ou ainda, como pretendiamos demonstrar
I—(A+B)<S,_; <L+ (A+B).

Este teorema aplicado, por exemplo, & fungdo considerada
no n.° 35 mostra que S, , estd compreendida entre os limites

—(%-{:1) e +(§+|).

V—FUNCOES DEFINIDAS POR SERIES DE FOURIER

41) Sabemos que, sendo dada uma funcdo absolutamente
integrdvel, € fdcil obter o seu desenvolvimento de Fourier e, com

bastante generalidade, do exame da fungdio concluimos a natureza
da série.
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Apresenta-se-nos, porém, ainda um problema interessante,
que vamos €xpor:

Seja dada uma série trigonoméirica, convergente,

w
(19) %ao—kZakmsu—i-bksmkx,
k=1

em que a, e b, representam constantes. Esta série define uma fungdo
limitada de periodo 2=, que pode ser integrdvel.

Suponhamos que se trata duma fungdo limitada e integrdvel, no
sentido de Riemann.

A série trigonométrica serd o seu desenvolvimento de Fourier

e sendo assim, ndo poderd éste corresponder a outra fungdo?

Ou, por outras palavras:

Existird uma correspondéncia bi-univoca entre uma série trigono-
méirica da forma (19), convergente, e uma certa fungdo limitada
e inlegrdvel?

42) Se a série [or uniformemente convergente, a sua soma
¢ uma fungflo continua, e como a série pode ser integrada térmo
a {érmo depois de a multiplicarmos por seno ou co-seno dum
miiltiplo de x, facilmente concluimos que ¢é a série de Fourier da
fun¢do.

Temos mais:

Duas funcdes continuas de periodo 2 %, que conduzam ao mesmo
desenvolvimento de Fourier, sdo idénlicas.

Com efeito, sejam f(x) e % (x) duas fungdes, que obedecem as
co1digdes do enunciado, e representemos por S, a soma dos n- 1
primeiros térmos da série.
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Temos:

(%

J':: [f—Sn]gdx=j:If“dx—2 0 Tk dx+J‘:=S§dx,

an ag i<
j‘ andx=:—2—+ZI (akcasiix—}—bksenkx)fdx:
0 0
1

g n

a4y

—_— a b

2 21: i+ k

n
m a; 2T 2
fu Sﬁdx::%—kZL (akraskx—{—bksenkx) de=
1

n

2
i L +a)]-
Resulta pois:
} } .o 2 27T 02 g
J.o [f—Sn] dx =f0 f2dx-z[7°+z (a:—{-b:)]
& 1
e fazendo crescer n indefinidamente
2% a2 a2
(20) ¢ fﬂdx=n[F2£+_Z(ai—[—b:)]

por estarmos a considerar um desenvolvimento uniformemente
convergente.

Ora, como & fun¢do f—¢ corresponde um desenvolvimento
de Fourier de constantes {6das nulas, vem:

0

donde se conclue que é f=¢, como pretendiamos demonstrar,
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43) A igualdade (20), estabelecida na demonstragio do
tiltimo teorema, ndo exige a continvidade da fun¢do, nem a con-
vergéncia da série.

Exprime uma condipdo necessdria para que o desenvolvimento
trigonométrico (19), somavel (C, 1), que define uma fungio limitada
e integrdvel f(x), seja o seu desenvolvimento de Fourier.

Na verdade, se f(x) f0r limitada e integrdvel, o mesmo se dd
com /*(x). Temos entdo, representando por S, a soma dos pri-
meiros n+1 térmos de (19), que supomos um desenvolvimento
de Fourier:

or 9 n
f;;:f:n: [1(1)—'3,,]2 d_\:=f(; ﬁdx—r[%+2(uf+b:)]

Como /, € positivo, vem qualquer que seja n:

n

o
a, 1 m
-;-—]—Z(aﬁ-{-bf)(;jﬂ S de

1

o

a ey <1 ™
%—{-Z(ai—i—b;)f_;]‘o das,

Vamos mostrar que s6 podemos conservar o sinal de igual-
dade.

Com efeito, por ser f(x) uma fun¢do limitada e integravel, os
seus pontos de descontinuidade formam um conjunto de medida
nula. f(x) €, pois, continua no dominio (0, 2=), excluindo inter-
valos de medida total «, arbitrariamente pequena, e a soma de
ordem 7 de Fejér, correspondente a (19) converge uniformemente
para f(x), fora déstes intervalos.

Ponhamos:

1 2=

2 @w
e=Lf ,rdx_[%-l-;(agﬂg)].
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¢ € necessariamente positivo ou nulo, e vamos ver que supor ¢4 0
nos conduz a um absurdo.
E possivel fazer corresponder ao mesmo niimero ¢ um niimero N,
tal que seja
jofM

e [f(x)—a ] dx<e,

wJo

quando f0r n> N, porque a parte déste integral, que corresponde
aos intervalos de continuidade é arbitrariamente pequena e isso
mesmo se realiza nos intervalos de descontinuidade.

Na verdade, como g, esld sempre compreendida entre o
mdximo e minimo valor da fungdo limitada, representando por L
o limite superior em valor absoluto, a parle do integral corres-

pondente 4s descontinuidades ndo excede —4L «.

Ora, o, é uma expressdo lngonométnca finita, que podemos
escrever com a forma:

-c—zz-‘-)--i—-alcos.r—{—ﬁlsrnx—}— ...-|—-an_ltas(n—I)x-i—?n_.lseu(n—l).t’
vindo
| 2% o2 n ! n
a>?J‘0 fgdx-}«?o+2(a:+ﬁ§)—laouo+2Z(akak-[—bkﬁk)].
1

Resulta, pois, substituindo ¢ pelo valor que lhe foi dado ante-
riormente:

7°+Z(a§+o;)+7+\;(a2+Bi)—[“o“oHZ(%Jr"kﬁk)]“:“
ou

Z (a4 k) + '___'aﬂ)"”'"i[(”k_ak),+(bk_3k)g]<o'

n-41
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Como esta igualdade constitui, evidentemente, um absurdo,
a que fomos conduzidos por supor >0, a igualdade (20) veri-
fica-se, pois, numa série de Fourier correspondente a qualquer
fungdo limitada e integrdvel.

Déste resultado podemos imediatamente concluir um teorema,
mais geral do que o demonsirado no iillimo niimero:

Duas fungdes f e ¢, limitadas e inteprdveis, de periodo 2%, que
nos conduzam ao mesmo desenvolvimento de Fourier, sé podem deixar
de ser idénticas em pontos que constituem um conjunto de medida nula.

44) Para ficarem completamente tratadas as questies postas
no n.° 41, resta-nos estabelecer que a série convergente (19), que
tem por soma a fung¢do f(x) limitada e integrdvel, é a série de
Fourier que corresponde a esta fun¢do, desde que se verifique a
condigdo (20).

Conduz-nos a éste resultado um método somatério de séries
trigonométricas, devido a Riemann que, como veremos, se pode
incluir nos métodos somatdrios regulares por factores de conver-
géncia.

Suponhamos que as constantes a, e b, séo limitadas, o que
se realiza, particularmente, quando tem lugar a condigéo (20).

A fungdo de Riemann:

: Ay A

X n
F(x):Ao—z—-—Al—--z-g——...—-F—-...,

definida pela série que se obtém integrando (19) duas vezes,
térmo a térmo, e pondo Aozfzi, A,=a, cosnx+ b, sennx, é con-

linua, porque ¢ soma duma série uniformemente convergente, de
térmos continuos.

O mélodo somatério de Riemann consiste em delerminar a
Jungao F(x), e em atribuir a série trigonométrica uma soma no sen-
lido generalizado igual & derivada segunda generalizada daquela
Jungao.
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A soma de Riemman ¢, pois:

iy A?F(I)= o Flx--2a) 4 F(x—2a) — 2 F(x)
h=0 ,l'g =0 4(12 1’

tendo-se
—I-Aot—x_Tz-u—-)ﬂ——i[%msk(.r——Za)—l—-i—':senk(.\:—Za)] s
:
-—~2AU~'"2—8+2 i[%cosk.r—i— %m k.r] ;,
ou 1
(21) Ae;‘f’~—~A0+A,(“§“)2+Ag(“’;’f“)2+...+

+ An ( i::'aﬂ )2. '|'

Assim, atribuir & série (19) a soma generalizada lim. A*F(x) L
«=0 4g

equivale a somar a série, empregando a sucessiio de facfores de
2 2
convergéneia 1, ("-’"“) i ( sen 2u )

a 2a
Estes factores de convergéncia, positivos, que pondo ped
a

podemos designar geralmente por ¢,(r) [i=0,1,2...], satis-
fazem as condi¢Ges do teorema de Perron (n.° 2).
Com efeito, ¢ evidente, que temos

lim, ;=1
= ¢1 !



105

e vamos também provar que & uniformente limitada a série

2| o=t |

0
Escolhendo um inteiro 7, de modo a satisfazer a condigdo

nfa|<:<(n+|)|ui,

resulta:

=% [ - (e ]+
0

o 7 foy? $ ] ¥
216 = ()

w|

3 - (i ey,

n

tendo-se suprimido o sinal de mdédulo na primeira soma do
segundo membro, em virtude da fungdo % ser constantemente
decrescente, para valores de x inferiores a =.

Mostremos que sdo limitadas ambas as somas que temos a
considerar:

A primeira € limitada porque € igual a

1 ( sén na
na

2
)<t
A segunda que pode escrever-se com a forma

sen ia\? n a\? n (i u\? / a2
| [(5) = (e | [ (st tdey’ — (s eey] |

=i‘ — senasen (2i4-1) « islas <t [sm () a]e[ I I ] , '

A (i)

=[s
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é inferior a

o

lal ! 5 dt 1 I 1
o s n'a’ <f{”"”'” i i dt T (n—1) e = et !

e portanto, independentemente dos valores de «, também limitada,
em conseqiiéncia do nimero z ser escolhido de modo que as iltimas

frac¢Ges escritas tém por limites é e ;'?, quando « tende para zero.
Assim, como foi referido, o método somatério de Riemann

¢ regular, podendo imediatamente enunciar-se o teorema:

A fungdo soma duma série trigonoméirica convergente, para qual-
quer valor de x, quando as constantes a, e b, sdo limitadas, é a derivada
segunda generalizada duma fun¢do continua, que € definida pela série
que resulta de se integrar duas vezes, térmo a térmo, a proposta.

As conclusdes a tirar, conforme referimos, sdo traduzidas
no teorema:

A condigdo (20) é ndo so uma condigdo necessdria, mas também
suficiente para que o desenvolvimento convergente (19) seja a série
de Fourier da fungdo f(x) limitada e integrdvel que define.

Com efeito, atendendo a um téorema de Schwarz, que esta-
belece que duas fungbes que admitem a mesma derivada segunda
generalizada finita, exceptuando somente pontos dum conjunto de

medida nula em que as fun¢Ges sdo continuas e satisfazem & con-
2

A
digdo ,,“Tbe= 0, nflo podem diferir sendo por uma fungéo linear,
resulta: x px
F)=["as [ fw)antpstq.

Notando que J'xf(u)du ¢ uma fungdo continua de x, vem:
a

P = s(s)ds

AEF(.t)=j:u[F'{x+r}—F'(x—-!)]m’:f:a dtfj:f(x-[—u}du :
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Como (21) é uma série uniformemente convergente, quando
se fixa um valor de «, porque os valores absolutos dos térmos

de (19) sdo inferiores a um nimero finito M e portanto os de (21)
inferiores aos da série convergente de térmos positivos %ZF ;
podemos integrar {érmo a térmo, depois de multiplicarmos ambos
os membros por —:;cas kx, vindo:

2
k B
4 (fﬁf) ak:—-‘[ A% F(x) cos kx dx =
k =Jo
| poa +1 2%
::f er‘ duJ‘ S(x4-u)coskrdx.
= Jo —1 0

Mudando x em x —u, e ndo esquecendo que a fungdo € perid-
dica, temos ainda:

sen ka \* | p2@ -+t on
4( ) "k:"__" dtf duf S(x) (roskxcuskn—[—-sm k.csmka)dx:
k TJo -t 0

| pex 2% et
= —f JS(x) cos kx dxf (Itj cos ku di=
TJo 0 —t

ko \* 1 piw
=4( el ) - S(x) cos kx dx .
3 TJo

Vem, pois, finalmente:
| &
akz;fo S(x)cos kxdx ,
e do mesmo modo se mostraria que é também
| pem
bk=—£J‘0 S(x) sen ke dx .

As constantes do desenvolvimento (19) sdo as constantes de
Fourier e, portanto, estd demonstrado o teorema.
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VI — OPERAGOES SOBRE AS SERIES DE FOURIER

45) Adigd@o. — Reconhece-se, facilmente, que a série de
Fourier da fungdo af,(x)+0bf,(x), em que a e b designam cons-
tantes, se obtém somando, térmo a térmo, as séries de Fourier
de f,(x) e f,(x), depois de multiplicadas por a e b.

A somabilidade da série soma deduzir-se hd da das parcelas,
sendo a primeira série somdvel (C, 1) quando o forem as segundas.

46) Multiplicagdo.— O produto de duas séries de Fourier
pode obter-se segundo a regra de Cauchy, e a somabilidade da
série produto serd regulada pelo teorema do n.° 12.

A convergéncia das duas séries dadas assegura a somabili-
dade (C, 1) da série produto, sendo ulim. o, =f,><f,-

Devemos, porém, notar que o produto, obtido pela regra de
Cauchy, ndo é uma série de Fourier.

Pode por isso apresentar-se o problema seguinte:

Sendo duas fungdes f, (x) e f,(x) definidas pelas suas séries de
Fourier, somdveis (C, 1)

Ji(x) ~% aD-I-Z (akcoskx-{—bksenkx)
=1

(22)
Sy (x) —-—21- an-|-z (a,_.caskx-|- fiksmkx)

k=1
determinar a série de Fourier correspondente ao produto f, ( x) > S (x).

Com o fim de resolver o problema, multipliquemos cada térmo
da primeira séiie por f, (x), notando a correspondéncia

fxfzw‘%”of?(‘)+%z [a,—f,(.t)2cosix+bif,(x)2.s‘enix] .

=1
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Como as constantes de Fourier, relativas as fungdes 2 £, (x) cos ix
e 2 f,(x)senix, convencionando pdra_,=a .3_ = —f , sdo res-
pectivamente:

J4Pak :
a =;fo Ja(x) 2 cos ixcoskydr=1o;4, +a;_,

27
=%jo Jo (x) 2 cos ix sen kx dx = 3,_” — By

ox
o= l > fn(I)ZSenrxcaskxdr_gl_H+5‘_k

" 2.-.
ﬁ"z%fo fy (x) 2 sen ixsenkxds=o;_,—d; 4,

substituindo, no segundo membro da correspondéncia notada, f, (x)
e as tiltimas fun¢des pelas suas séries de Fourier e somando estas,
resulta:

(23) fl.fg“‘%’A0+Z (Akmsk.r—{—ﬁksmkx),

k=1

se pusermos

o
| :
.4,_,:5-(10%—}-2 (a‘-a‘--}-b‘-ﬁ‘-)

=i

(24) Ak——aoa,_ i [ ,_|_,‘*1 a,_k)4 b; (B;.].;,"l 3;—;.)]

@

n=gentitg ) [a(Baa=io) (= aaa) |

=1

Vamos mostrar que, dentro das nossas hipdteses, o segundo
membro de (23) é o desenvolvimento de Fourier da fungdo limi-
tada e integrdvel f, > £ .
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Temos, pois, de verificar que (24) sdo as constantes de Fou-
rier relativas a esta fungdo.

Esta verificagdo, porém, pode limitar-se a primeira férmula,
porque as constantes A, e B, correspondem a A, substituindo £, £,
por f, f, cos kx ou f, f, sen kx, que sdo fungOes nas mesmas con-
digoes de Tols:

Suponhamos, em primeiro lugar, f, =f,.

A primeira férmula (24) definird a correspondente constante
de Fourier quando tivermos:

|27 5 I o 2 .2
?J‘o flflx=—2-ao+ (nf+b‘-).

1

I s

Ora, como esta igualdade exprime uma condigdo necessdria
para que o primeiro desenvolvimento (22), somdvel (C, 1), seja
a série de Fourier da fung¢do que define, temos feita a verificagdo.

Suponhamos f, # f,.
Vem, representando por A uma constante arbitrdria:

T

[ nno=t [T () a=L [T A e,

e, atendendo ao resultado jd4 obtido, e &s hipdteses de que parti-
mos, temos, fazendo as substituigdes:

1 :“Lﬁ_’d_r=%aoao+z (a‘-a‘--{— b,‘ﬁ,).

T'c.
i=1

Assim, as constantes (24) sdo, na verdade, as constantes de
Fourier, correspondentes a fungdo f, (x)><f,(x), e (23) é a sua
série de Fourier.

Esta série serd somdvel (C, I) em qualquer ponto em que f,><f,,
limitada e integrdvel, admita um valor limite & direita e um valor
limite & esquerda.
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Se /, e f, forem conlinuas, J, > f, também € continua e g, con-
verge uniformemente para f, > f,.

Se as duas séries (22) forem absolutamente convergentes,
o que em particular se realiza se forem convergentes as séries
com térmos gerais |a,|, [b,|, ||, |8, |, a série de Fourier
produto converge e tem por soma f, > f,.

Pode obter-se essa série, multiplicando térmo a {érmo as
duas séries (22), substituindo os produtos de co-senos e senos
por somas algébricas de co-senos e senos, e grupando conve-
nientemente estes térmos.

47) Integrag@o. — A série de Fourier correspondente a uma
Jungdo absolutamente integrdvel f(x), de periodo 2=, pode sempre
integrar-se em qualguer infervalo, lérmo a térmo, sendo a soma da
Série que se obtém o integral de f(x). Se os limites do integral forem
varidveis, a série que resulta da infegragdo é uniformemente conver-
gente.

Seja 529-}-2(0‘_, cos kx+- b, sen kx) a série de Fourier de f(x),

1
convergente ou divergente e ponhamos

2

F(x) =Jo [f(x) —-"2‘1_] dx .

F(x) é uma fungdo de variagdo limitada e continua em todo

o intervalo (0,2=), tendo como derivada f(x)—-—"z£ em todos os

pontos onde esta fungdio seja continua, isto é, em todo o inter-
valo com excepgdo de pontos dum conjunto de medida nula.
Como temos:

F(O):F(2ﬁ)2f:n [f{x)—fzﬂ]ax=o.

F(x) é susceptivel de se desenvolver em série de Fourier, uni-

formemente convergente, em todo o intervalo (0, 2 =), vindo:

(25) F(.r)=l—122+z[A*cosk.r—knksmk.r].

k=1
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Calculemos as constantes:

Em virtude das propriedades de F(x) ef(x)-%, enuncia-
das, € legitimo escrever, para k4 0:

L= F(x) sen kx 2%
i o g F(I)raskxdx=l[L] B
% Jo E = :
1 2 b,t
T & P f(-t)senla.rdx_-—.}ﬁ

= F(x) cos kx 3%
Bk=;]:-J; F(.t)smkxdx:l[—-—(fl’?‘—r]u

®

_!__l_fng(x)toskxdx— 7k
ko Tore

Pondo em (25) x=0, e atendendo aos resultados jd obtidos,

temos também:
oo
Ay Z bk
I AT
k=1

que ¢ forgosamente uma série convergente.
Portanto, a série (25), uniformemente convergente, pode
escrever-se

F(x) = 3 by S — b, cos kx - a, sen kx Gt ad b, (1 — cos kx) + a,, sen kx
o —k—+ k ¥ K I3 ]
1 1 1

sendo a dltima série aquela que se obtém integrando entre 0 e x,
térmo a térmo, a partir do segundo, a proposta.

A integragfio pode fazer-se em qualquer intervalo, compreen-
dido em (0,2%) e fora déste iltimo, por serem periédicas tddas
as fungOes a integrar.

Estd completamente demonstrado o teorema, concluindo-se
que uma série de Fourier integrada uma vez conduz a uma série
trigonométrica, adicionada, em geral, dum polinémio do primeiro
grau.
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Integrando a mesma série n vezes, somos conduzidos a
uma série trigonométrica adicionada, em geral, dum polinémio
do grau n.

48) Derivag@o.— A sdrie que se obtém derivando, térmo a
térmo, a série de Fourier duma fungdo f(x), de periodo 2=, que
admife uma derivada f'(x), limitada e integrdvel, é a série de Fou-
rier da ultima fungdo.

Seja:

Ty

(26) _f(.t)-——.?—',-i(akcaskx-{—bksenkx)
1

a série de Fourier, que converge constantemente para f(x), por
termos suposto que a fungdo admite derivada.
Derivando, térmo a {érmo, vem:

o“w

(27) f'(x)~2k(bkcoskx—aksmlzx),

devendo provar-se que estd representado o desenvolvimento de
Fourier, correspondente a /' (x).
Com efeito, se representarmos por A, e B, as constantes de

Fourier desta fun¢do, temos:

B
Ay=z ) S (x)dr=0

1 27T k arT
A"-_—;Io f(x)caskxdx:;jo j(x}senkxdx:kb,.‘
18 (% k2T
Bk:ifo f(x)smkxdx:—;fo J(x) cos kx dx = — kay, ,

Estd feita a verificagio do teorema, podendo afirmar-se que
o desenvolvimento (27) é somdvel (C, 1), se as descontinuidades
de f'(x) forem de primeira espécie.

9
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Entdo, como f'(x) é limitada e infegrdvel, de periodo 2 =, a série
(27) tem por soma generalizada f'(x), excluindo pontos dum conjunto
de medida nula.

Também podemos enunciar:

Se f'(x) for continua, (27) pode divergir, mas as somas de
Fejér convergem uniformemente para f(x).

Se a fungdo f'(x) for continua e de variagdo limitada, (27)
converge uniformemente, e entdo a sua soma no sentido ordindrio é
em virfude do teorema cldssico sobre a derivagdo das séries, f'(x).

Se f(x) for indefinidamente derivdvel, as séries que se oblém
por derivagdes sucessivas sdo sempre séries de Fourier, uniformemente
convergentes, tendo por somas as derivadas sucessivas de f(x).

Somente temos a acrescentar que o tltimo teorema é uma
conseqiiéncia imediata do seguinte:

A série de Fourier relativa a uma fungdo de periodo 2%, que
admite derivada, satisfazendo a uma condigdo de Lipschitz de ordem «,
é uniformemente convergente, sendo 0 <a'< 1.

Com efeito, podemos determinar uma constante M, tal que seja:
' ' — a
|f(x2)""f {x.l)l <M|x2-—.r1 I ]

sendo arbitrdrios os valores de x e x,.

Como f'(x) €é conlinua, o primeiro membro da desigualdade
admite um mdximo, quando os valores X, ex satisfizerem & con-
digfio | x,—x, | < 7 e representamos &sse mdximo (mddulo de con-
tinuidade) por o (4).

Assim, a condigdo de Lipschitz, a que satisfaz a fungdo perid-
dica f'(x), pode exprimir-se pela desigualdade

m(a)ZMBa S

sendo @ arbitrdrio.
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Se designarmos por A, e B, as constantes de Fourier rela-

tivas a f'(x), que estdo relacionadas com as de f(x) pelas for-
mulas

Ak=kbk > Bk:—kak,

teremos, em virtude da periodicidade da fungdo,

Ak=;l_; ;xj'(x)caskxdx:——‘l_.—ft;:j‘ (.t vi—%)cos kx dx
ou

Ah_,,,f [j(r)— .--i- )]cosl.rdx
resultando

]2 ) [
e do mesmo modo
| B | < w(3)-

Vem, portanto:

|l Z50(3) o+ |o]=Le(Z)

n n

n
(ol +]0])TY 20(F)<2ny -
k=1 k=1

=1

n
Fazendo crescer n indefinidamente, 2 M Z
k=1
um limite, porque é a soma de n {érmos duma série convergente,

; ltende para
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O mesmo acontece ao primeiro membro da desigualdade

e, portanto, é convergente a série Z (| a |+ |86]).
k=1
O teorema estd demonstrado, porque assim € uniformemente
convergente a série de Fourier, que corresponde & fungdo f(x).

FIM.
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