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PREFÁCIO 

Abel e Cauchy, notando a falta de rigor da Análise no século xvm, 
puseram em evidencia o cuidado que é necessário na aplicação das 
séries. 

A seguir aos seus trabalhos, quási foram abandonadas as séries 
divergentes. Porém, o Sr. Borel e outros Matemáticos mostraram, recen
temente, que não é justa esta forma de proceder e que as séries diver
gentes são susceptíveis de representar um papel importante na Análise. 

Um estudo a que procedemos, sobre séries de Fourier, mostrou-
-nos bem, quanto é justa aquela afirmação e conduziu-nos, natural
mente, para o campo das séries divergentes. 

É claro, que o trabalho que apresentamos, não tem a pretenção 
de conter uma exposição completa sobre séries divergentes. Seria essa 
exposição demasiadamente longa, imprópria para constituir uma dis
sertação de concurso. 

Para obter somas de séries, no sentido generalizado, empre
gamos factores de convergência. 

0 primeiro capitulo desta dissertação contém generalidades sobre 
o modo de obter estas somas, e condições a que devem satisfazer os 
factores de convergência. Trata também, especialmente, duas sucessões 
de factores de convergência, que conduzem a resultados, de que faze
mos aplicação nos dois capítulos seguintes. 



Seguindo a norma, que nos parece indiscutível, que num trabalho 
sobre Análise se devem pôr em evidência as aplicações a que uma 
certa teoria conduz, os capítulos segundo e terceiro referem-se a duas 
aplicações interessantíssimas da teoria das séries divergentes. 

O capítulo segundo é constituído por uma ligeira aplicação à 
teoria do prolongamento analítico, intimamente ligada ao estudo 
das séries divergentes. 

É claro que, o que expomos, ê susceptível de generalizações. Mas, 
estas obrigai-nos-iam a alargar demasiadamente este trabalho. 

O capítulo terceiro trata das séries de Fourier, tendo sobretudo 
em vista mostrar as vantagens, que para o seu estudo provém da 
exposição dos assuntos do primeiro capítulo. 

Porto, Novembro de 1930. 



CAPÍTULO I 

MÉTODOS SOMATÓRIOS DAS SÉRIES 

I — GENERALIZAÇÃO DO CONCEITO DE SOMA DUMA SÉRIE 

1 ) Segundo a teoria clássica das séries, estas são de duas 
naturezas diferentes — convergentes e divergentes. 

Nessa teoria, as primeiras têm uma soma e as segundas não 
a têm. 

É possível, porém, modificando convenientemente a definição 
de soma, atribuir somas a certas séries divergentes. A estas últi
mas chamamos somas no sentido generalizado, e corresponder-
-lhes há um método somatório, diferente do que se emprega com 
as séries convergentes. 

Antes de tudo, notemos que para ter valor um processo que 
conduza à generalização da noção de soma duma série, é indis
pensável que as definições obedeçam a determinados preceitos. 
Assim, tratando-se de séries numéricas, a soma no sentido gene
ralizado deve fazer corresponder a cada série da classe que se 
considera, um número tal que a sua substituição pela série con
duza a resultados exactos ou, pelo menos, quási sempre exactos. 
Tratando-se de séries de termos variáveis, as somas no sentido 
generalizado devem ser as funções, que dão origem a essas 
séries. 

É necessário também, para que se trate realmente duma 
generalização, que a classe das séries, às quais seja aplicável 
um certo método para obter a soma no sentido generalizado, 
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compreenda a classe das séries convergentes. É esta a condição 
de permanência, e um método que conduza a somas generali

zadas dizse regular, quando se respeita esta condição. 
A eficácia dum método está também ligada à possibilidade 

de efectuar operações com as séries da classe correspondente e à 
forma como nos conduz a proposições gerais, que apresentem 
como casos particulares teoremas conhecidos, da teoria clássica 
das séries convergentes. 

Conforme o expõe o Sr. Borel, numa teoria de séries diver

gentes deve atribuirse uma soma a séries que a não tinham. Mas, 
essa teoria deve permitir, por cálculos efectuados sobre tais séries, 
demonstrar resultados que, enunciados independentemente de toda a 
introdução de séries divergentes, constituam proposições rigorosas, 
ligadas às teorias clássicas. Além disso, para que sejam possíveis 
aplicações, é necessário que as regras do cálculo possam aplicarse 
às séries divergentes estudadas. 

Existem vários métodos somatórios, que nos conduzem a 
somas generalizadas das séries. Nós consideraremos apenas méto

dos que se obtêm, empregando factores de convergência. 

2) Métodos somatórios por factores de conver

gência. 

Seja dada uma série 

(1) "o + " i H " 2 + • • • +"«+ • • • 

e a ela façamos corresponder uma sucessão infinita de funções 
dum parâmetro r: fu(r), <p, (r) ... <fn(r) ..., as quais tendam 
para a unidade, quando r tende para um limite rQ. 

Suponhamos que a série 

(2) "o Tot'") "I" "i *1 (r) + "a "Pa (') + •••+ "„ fn (') + ■•• 

seja convergente para valores de r, diferentes de ru, e represente

mos por S(r) a soma desta série. 
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Se 5(r) tiver um limite determinado, quando r tender 
para r0, chamamos a este limite soma generalizada de ( I ). cor
respondente à sucessão de factores de convergência empregada. 

Para que ê;te método seja regular, não pode ser arbitrária 
a escolha dos factores de convergência. 

O teorema seguinte, do Sr. Óscar Perron, é fundamental na 
teoria : 

Seja cp((A) [ Í ' = 0 , I, 2 . . . ] uma sucessão infinita de fun
ções do parâmetro r, que obedeçam ds duas condições: 

a) lim. tp,(/-) = I 

b) lim. 2J J 1j{r) — T/+i(f) I <M, sendo M um número finito 
o 

independente de r. 
Se a série ( I ) far convergente, de soma S, a série ( 2 ) também 

é convergente. A soma de (2), 5(/-), tende para o limite S, quando r 
crescer indefinidamente. 

Com efeito, ponhamos: 

Uma transformação clássica, devida a Abel, permite-nos 
escrever: 

n n 

o o 

Como >, Atp. é absolutamente convergente e as somas 5 
0 

são limitadas, é absolutamente convergente a série Y A-.p.5.. 
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A função <p . j tende para uma função limite, quando n cresce 
indefinidamente, porque de (b) conclue-se a convergência abso
luta das séries 

e 

?0 (') + ( ? ! ( ' ) -<Po (')) + (?* ( ' ) - < ? , ( ' ) ) + ••-, 

a última das quais tem por soma Hm. <pn+1(r). 

n 

Y «,cp(. tende, então, para um limite quando n cresce indefi-
o 

nidamente, e a série (2) é convergente, para qualquer valor de r. 
Ponhamos: 

n 

S(r)= Hm. V «,.?,.(#•). 
/1 = 00 i - i 

O 

Para demonstrar completamente o teorema, provemos que 
é \\m.S{r) = S. 

r= » 

Temos: 
n n 

s{r)=,!=•<» [ 2 A * tà+ 5 « ( fc<'>~-2A*<) ] -
o o 

Visto que todas as funções <f. tendem para a unidade 
quando r cresce além de todo o limite, a última parte do teorema 
ficará demonstrada, provando que a soma da série convergente 

y Atp. í S. — S\ é infinitamente pequena com —. 
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Por mais pequeno que seja o número positivo e é possível 
fazerlhe corresponder um número inteiro p, tal que a desigual

dade | S. — 5 | < jj seja satisfeita para todos os valores de / > p. 
Temos: 

| | áf t : (s /  f ) | < | £ % (Si-S ) | "I" | £ A?/ (« / S) | 
0 0 pf 1 

o 

Atendendo então a (a), resulta: 

o 

o que demonstra o teorema. 

Observação. — As condições do teorema serão satisfeitas, se 
os factores de convergência constituírem uma sucessão de funções 
positivas, inferiores à unidade, decrescentes, e obedecendo à con

dição Hm. <p (/■) = 1, qualquer que seja i. 
Temos assim uma sucessão infinita de funções, que obede

cem às condições do teorema, definida pelas fórmulas: 

0 <9i+i(r) <fi(r)< l 
(4) [ /=0,1,2. . . ] 

l im . <fj{r)= 1. 

3) Como exemplo de sucessões de factores de conver

gência, que nos conduzem a somas de séries no sentido gene

ralizado, consideremos aquela que é definida pela fórmula: 

»/(*■) — ( Tqpr )'• [' = 0,1,2. . . , r > 0 ] , 

que dá origem a uma aplicação interessante. 
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É evidente que estes factores de convergência correspondem 
a um método somatório regular, porque são satisfeitas as condi
ções do teorema de Óscar Perron. 

Pondo ( - J L . ) W , vem 

0 < / , + 1 <Jl<\ e Hm. fj{r) = lim. (, 'sL 

A aplicação destes factores de convergência permite-nos 
classificar de corolário do teorema de Perron, um teorema 
clássico de Abel, que vamos enunciar. 

Seja/(-«) a soma duma série inteira, convergente no inter
valo (-R,+R) 

f{x)=a0 + alx + a2xí + ... + a nxn + .... 

Esta função é contínua, para qualquer intervalo ( — R', + R')t 
R'<R, porque a série é uniformemente convergente no último 
intervalo. 

Abel estabeleceu o teorema seguinte, que se aplica para 
demonstrar que a série é ainda uniformemente convergente em 
todo o intervalo (-R, + R), onde é, portanto, contíiua a função : 

Se a série inteira fôr convergente para x = R, a sua soma neste 
ponto é o limite para que tende f(x), quando x conservando-se 
inferior a R, tender para este valor. 

Consideremos os factores de convergência (-4-), sendo JC 

um número positivo inferior a R, isto é, os factores/ ', e pro

curemos obter a soma no sentido generalizado de V a.R . 
o 

Segundo o teorema de Óscar Perron, é, como se pretendia 
demonstrar: 

im. J(x) = lim. Y a,/?'' / ' '=/(«) . lim. 
x 
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4) Uma pregunta surge naturalmente: 

Para qualquer sucessão de factores de convergência, dando 
origem a somas no sentido generalizado e obedecendo às condições 
do teorema de Perron, serão concordantes os resultados ? 

Dum modo geral a resposta não pode ser afirmativa. 
Um exemplo justifica a resposta. 

Consideremos a série de Euler 

1 — 1 -f 1-1 + . . . + ( - ! ) " + . . . 

e procuremos obter a sua soma no sentido generalizado, empre
gando a sucessão de factores de convergência referida no último 
número. 

Temos: 
1 « 

Continuemos a supor 0 < / < 1 e determinemos a soma gene
ralizada da mesma série, correspondente à sucessão 

I l", tm, t" + m, í2"', tn+2m, t3'",... l « i > « > 0 ] > 

que também nos conduz a um método somatório regular. 
Vem: 

S = lim. = — • 
t=\ \ — lm '" 

O Sr. Borel chama canónica a toda a sucessão de factores 
de convergência, que aplicada à série 

I + Z + 22+ . . . + Z « - f . . . 

conduza a uma soma no sentido generalizado da forma ——, 



16 

para valores de 2 a que não correspondem pontos da semi-
-recta (+ 1, «o ). 

Assim, se uma sucessão infinita <p(-(r) fôr canónica, tere

mos Hm. V x'tft(r) = , no domínio da estrela rectilínea da 
~" o 

função , relativa ao ponto 0, em que o método somatório 
correspondente seja aplicável. 

Teorema. — Uma sucessão infinita de factores de convergência 
é canónica, quando sendo aplicada a uma série qualquer \a

n> 
tivermos 

(5) Hm. y 0,^)= \\m. V «/?/+„ 
0 o 

qualquer que seja p, sempre que existam estes limites. 

Temos, com efeito, efectuando a aplicação à série > 2': 

0=;im;[Ê^'-Z2V/] = 
o o 

= r=• [ ^ + ^ 1 + --- + *P~*f*<-l + 51^ 9 4 - 2* / < P "+ ' J' 
„ o 

o o 

-fer + (-'-'),ïi È«W 

ou 

0 

o 

Vem, pois, como pretendíamos demonstrar: 

I r f | - T 
o o 

Hm. V í ' ( p „ , , = Hm. Y 2 ' < p ; =  
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5) As sucessões canónicas de factores de convergência têm 
uma importância especial, por serem aquelas que conduzem a 
resultados notáveis na teoria do prolongamento analítico. 

Com efeito, seja / (x) uma função analítica, holomorfa na 
vizinhança do ponto 0. 

No interior do círculo de convergência, que supomos de raio 
finito, sabemos que é: 

Suponhamos determinada a estrela da função, relativa a 0, 
e representemos por C uma curva fechada, interior a esta estrela. 

Temos também, para os pontos x interiores a C: 

„ " . I f /U)dí 

i — 
i p x"+l/(i)ii/ 

= a,.4-a. x-\-a9x 4- ... + a,,/' A I . 

Procuremos obter a soma generalizada da série Y tf„x" (con
vergente ou não, conforme o domínio em que se tomem os valo
res JC), empregando um método somatório regular, correspon
dente a uma sucessão de factores de convergência f,(r). 

Se o valor x e a sucessão forem tais que a série Y <?•(—) 
o 

seja uniformemente convergente sobre C, para qualquer valor 
de r, podemos escrever: 
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Suponhamos ainda que V ? , [ - ) tenda uniformemente para 
o 

o limite :, quando — tende para zero: 

~7 
Neste caso, temos mais: 

hm. ) fl.jr'(p. = - — i±-L— = j(x). 

Concluímos, portanto, como enunciamos, que as sucessões 
canónicas estão indicadas naturalmente para serem empregadas 
com êxito no prolongamento analítico das funções, não sendo de 
modo algum arbitrária a escolha da função r—-, que interveio na 
definição apresentada no último número. 

Baseados no teorema nele demonstrado e no que acaba de 
ser dito, podemos, raciocinando sobre a série Y zn, deduzir con
dições relativas às sucessões e ao domínio onde se pode efectuar 
o prolongamento analítico. 

Assim, suponhamos a série Y y.z' convergente para qualquer 

valor de r, numa área 5 interior à estrela da função -j——, rela
tiva a 0, e de modo que o limite 

seja atingido uniformemente. 
A sucessão canónica que seja considerada, aplicada à série 

de termo geral anzn, faz-lhe corresponder uma soma generalizada, 
que coincide com a função, quando os pontos x e curvas C sejam 
escolhidos de maneira que, tomando t um valor qualquer sobre a 
curva, a variável z — j não saía da região 5 da somabilidade 

de A - -



19 

Concluímos também: 
Para que um método somatório, correspondente a uma suces

são canónica, possa aplicar-se com êxito em matéria do prolon
gamento analítico, é necessário que a região S exceda o círculo 
de convergência da série de termo geral z". 

Doutro modo, tem de ser inferior à unidade, e a série 
correspondente a f(x), convergindo, mostra que os valores de x, 
que podemos considerar, são interiores ao círculo de conver
gência. 

II —MÉTODO SOMATÓRIO DE CESÀRO 

6) É importante a sucessão de factores de convergência, 
definida como se segue: 

(6) n-\ n + \ 
, , \ n+k n+k—\ n+k+l—i 

ou, explicitamente, 

<Po = l 

~ n + k 

para ' < « 

para / > n 

n 
Vi - . ; 

/ , ( / , - 1 ) 
*» (n + k) (n + k-l) 

n (n — 1) . . . 2  
f n - i - (n + k) (n + k — I) . . . (A+ 2) 

_ n (n — \) . . . 2.1 
?" "(/>+*) (n + * - l ) . . . (A+l) 
9 ^ ^ = 0 [p== I, 2, 3 . . . ] , 

representando k um número inteiro e positivo fixo, e n um parâ
metro que toma os valores 1, 2, 3 . . . . 
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Com esta sucessão, que é canónica como veremos, é respei
tada a condição de permanência. 

Conduz-nos a um método somatório regular, a que corres
pondem as somas no sentido generalizado de Cesâro, ou sejam 
limites de médias de somas, tomadas no sentido ordinário. 

Seja dada a série V »„ e designemos por S„ a soma dos 
o 

« + 1 primeiros termos. 

A soma Çjj de igual número de termos da série V <p.ií é: 

^k " i n (n—]) . 
Cn = "0 + ^rk"i + {n+ll) („ + , _ , ) " » + - + 

n ( n - 1 ) . . . 2 . n (n — \) ... 2.1 
1 (« + * ) . . . (* + 2) " - 1 T (« + * ) . . . (*+! ) " 

(•:v(°:rvctiv--'-nv.^ 
(T ) 

ou 

s,+(;),-,+..-.+r,:T
2)^rr>. 

C* é, pois, uma média linear, de coeficientes positivos, das 
somas S0, Slt ... Stt. 

Se existir o limite de C«, quando « cresce indefinidamente, 
a série proposta diz-se somável (C, li). 

A somabilidade (C, 0) exprime a convergência da série, pois 
que neste caso são iguais à unidade todos os factores de con
vergência e temos Cn = 5,,. 
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O caso de ser k= 1 conduz-nos à expressão: 

(8) C„ = — . 
n -)- I 

e a soma da série proposta é então, no sentido generalizado, 
definida COTIO sendo o limite da média aritmética das somas 
S0, Sl.. Sn, quando h cresce indefinidamente. 

Às fórmulas (7) e (8) podemos dar outra forma, introdu
zindo nelas as expressões das somas iteradas de Cesàro. 

Ponhamos: 

'^v1-(;KHn>.-!+..<i;_7VC,r,)v 
Vêm as fórmulas 

<7> C « = 7T+^ e (8'> c > - é \ -
A expressão escrita de 5* tem um aspecto diferente daquele, 

que apresentam as somas de que Cesàro partiu para obter 
a somabilidade (C, k), mas facilmente podemos deduzir estas, 
exprimindo s£ + 1 em função de S„, S * _ i . . . S o . 

Temos, com efeito: 

^-.+(^)^+-+(^7^+01-)^ 
ou 

^KvK;H-,+-+c::->.+rr>]+ 
+h-.+-+r::7>.+C:7>.]+ 

+ + 
+ ¾ 
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ou 

*a ^n + ''n —1 t ■•• t ^ t 0 ! ) ! 

atendendo a que é 

crH'+r>r:r)
Temos, pois, o quadro: 

s« = s« = " o + " i + ••• + " «  i + "« 

s;=s0+s1 + ... + *B_i+s« 
(9) 

* — 1 I c * — 1 
s^s^ + sl1 + ... + s^zl+s^ 

7) A eficácia do método somatório de Cesàro é limitada 
pelo teorema seguinte: 

Para que uma série y un seja somável (C, k), é condição neces

sária que  y tenda para zero com —. 

Como, por hipótese, a série proposta é somável (C, *), sendo k 
um número finito, temos: 

Hm. Cn= lim. C „ _ , =  .  = «m. C * _ * _ , . 

Ora, as expressões 
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Cn-i = / a + „ _ | N = * ! (*-(- , , -1) (ft+ n — 2 ) . . . « 

\ n-\ J 

S"n-k-\ , . òn-k-l 

\n-k-\) 
Cn-k-l— , „ _ | \ ~ * ' ( „ _ 1 ) ( / 1 - 2 ) . . . ( « - * ) 

mostram que os denominadores são em todos os CC, que consi
deramos, infinitamente grandes equivalentes a nk, quando n cresce 
indefinidamente. 

Vem assim, designando por L um número finito: 

lim.^- = h m . - ^ - = . . . = h m . — ^ j — = / . • 

E por ser 
„„ = s f l - « „ _ , = (sl

n-s\_x) - {s\_,-s\_ù = 
= ( 5 ; - ^ - i ) - K ^ x - ^ - 0 + ( ^ » - s » - » ) = 
= ( ^ - 0 - 3 ( ^ - . - ^ ) + 3 ( ^ . , - 5 ^ ) - ( 5 ^ - ^ ) = 

^ - ( ^ ^ ^ + ( ^ ^ ) ^ - - + ( - 0 ^ ^ -

temos, como pretendíamos demonstrar: 

Como se vê, este teorema não é mais que a generalização 
do teorema estabelecido para as séries convergentes, isto é, somá
veis (C, 0): 

€ Para que uma série seja convergente é necessário que o seu 
termo geral tenda para zero». 
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8) Para tornar comparáveis os métodos somatórios, que se 
obtêm dando a k vários valores, vamos demonstrar um teorema, 
que generaliza o de Óscar Perron, no caso das somabilidades 
(C,k). 

Já sabemos que sendo uma série somável (C, 0), sêlo há 
(C, k), com a mesma soma (condição de permanência). 

Temos mais geralmente: 

Se k' fôr um número superior a k, e se uma série N un fôr 
o 

somável ( C, k ), também é somável ( C, /c ), obtendose nos dois casos 
a mesma soma generalizada. 

Por hipótese, existe o limite de C„, quando « cresce inde

finidamente, e é: 

Hm. C î  Km. 4JS5AU. 

O que pretendemos demonstrar, é que temos, supondo k'>k: 

£! „t ■• A'' r*' 
lim.  r K . = lim.  r r S ; . 

Formemos as diferenças iteradas, correspondentes aos factores 
de convergência (6), substituindo k por k': 
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A igualdade C*' = V(p/«/ transforma-se, iterando k vezes a 
o 

transformação de Abel, na seguinte: 

u " ZJ T ' (« + *'—/) [ÀW-i— i ) . . ; («4-*'—1*+/)} / ; ' 
/ = 0 

S*' e, atendendo a que é C»' = -7-77-7—r. resulta 

(D 
/ = 0 

ou, mais explicitamente 

(10) s»-( n )slv[ J , )sí + ... + ( , JÍ.X+S». 

Os termos que entram em (10) são da forma: 
fk' — k-\-n — i—\\ . 
I _ . \ Si, isto é, são produtos de dois infinita-

in — i)k ~k~l 

mente grandes com n — ie i, equivalentes a 1 e Lih 

( * ' - * - 1 ) 1 
sk' 

Como vamos procurar o limite para n = *> da expressão —j>, 
podemos supor n>2p, e escrever: 

< <+('f,)«-.+---+('-;í|-,)i*., 
«** 

+ 
( - ^ - - ) ^ . . . , ( - ^ - 1 ) ./. 

n 

o 
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em que o numerador da primeira fracção contém p termos, o da 
segunda n — ïp e o da última p+\. 

Façamos crescer indefinidamente pen, mas de modo que — 
tenda para zero. 

O numerador da primeira fracção é uma soma de quantidades, 
cada uma inferior em valor absoluto a An n — An'~ , 
representando por A um número finito. O valor absoluto desta 
fracção é inferior a A  e tende, portanto, para o limite zero. 

n 
O limite da terceira fracção é também zero, como se reconhece 

seguindo o mesmo raciocínio. 
Consideremos a segunda fracção, isto é, procuremos obter o 

seu limite, que será, portanto, igual ao da fracção  y , 
n 

Este limite não é alterado pela substituição de infinitamente 
grandes equivalentes. 

Temos pois : 

S* L . P
k'k1l»P)k+ + (np\)k'kUp+*)k 

lim.  7 7 = ,,■ . m ' i m £■ — 

= L lim. 1 [(£f fcV,£)*+...+ 

1 = 0 

ou seja, como pretendíamos demonstrar: 

*'l lim.  | | ■» *Ii ' > ti Hm.  5  . 
n = n n n= » n 
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9 ) A sucessão definida pelas fórmulas ( 6 ) é canónica. 

Com efeito, o teorema do n.° 7 mostra que a série Y zn 

o 
não pode ser somável (C, k) fora do círculo de convergência. 

porque J—^—'- cresce indefinidamente com n, quando fôr | z | > l. 

Como o método somatório é regular, no interior do círculo 
de convergência a soma generalizada correspondente é -j-!— . 
O mesmo se dá nos pontos ordinários do círculo de conver
gência. 

Para reconhecer a verdade desta última afirmação, escre
vamos, sendo ta diferente de zero e / a unidade imaginária : 

,IU) 

Temos : 
n 

r \ _J=sO 
(«+!) (!-«"") !-«'«• ~ (7+7) (!_«'«"•) 

Jim. C\ = 
n = oo " \-eltu l—z 

Assim, a série J z" é somável (C, 1) e, portanto (C, A), nos 
pontos ordinários do círculo de convergência, onde entretanto a 
série diverge. 

A soma generalizada que se obtém é sempre da forma i 
i z > 

quando o método é eficaz, o que prova que a sucessão (6) é 
canónica. 

Concluímos do que fica dito, que a eficácia do método de 
Cesàro, em matéria do prolongamento analítico, se limita ao cír
culo de convergência. 
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Contudo, a ordem de grandeza dos coeficientes duma série 
inteira pode ser tal, que até nos pontos ordinários sobre o círculo 
de convergência, o método seja ineficaz. 

Porém, como veremos, tem este método um belo campo de 
aplicação nas séries de Fourier. 

10) É útil e interessante poder comparar os processos soma
tórios correspondentes a diferentes sucessões de factores de con
vergência. Vamos fazê-lo tomando para referência a somabili-
dade (C, k). 

Isso permitir-nos há restringir a indeterminação, que existe, 
quando se determinam somas generalizadas por vários métodos, 
indeterminação a que já nos referimos. 

Corresponde a esta questão o teorema seguinte devido ao 
Sr. Bromwich: 

Se uma série Y un fôr somável (C, k) e tiver para soma gene-
0 

ralizada S, será somável por meio duma sucessão de factores de con
vergência, que obedeçam às condições seguintes: 

ao 

a) V /* I àk+i<?i I <M, sendo M independente de r 
o 

b) Hm. 1^ , . ( / - )=0 
< = » 

c) lim. <p,(/•) = 1 . 
r = w 

Com efeito, repetindo k vezes a transformação de Abel, 
resulta : 

9 0 



2<) 

Atendendo à condição b), à forma como se obtêm as dife
renças Aytj/„+1 [J= 1, 2 . . . k], e não esquecendo que k é um 
número finito, vem: 

U 0 

ofc 

Como a série proposta é somável (C, k), as quantidades ~ 

tendem para um limite, para / = » , e, atendendo a a), concluímos 
que a série do segundo membro da última igualdade é conver

gente. Portanto, também o é a do primeiro membro, para qual

quer valor finito de r. 
Temos assim: 

o 

Demonstremos que é também: 

lim. S{r)= Iim. C% =■■ S. 

O caminho a seguir é perfeitamente análogo àquele que nos 
conduziu à demonstração da parte correspondente do teorema de 
Perron (n.° 2), relativamente ao qual o de Bromwich é simples

mente uma generalização. 
No teorema de Perron modificamos a expressão tp , S do 

segundo membro da igualdade que provém de aplicarmos a trans

formação de Abel, de modo a permitirnos considerar S(r) soma 
de duas funções de r. Uma destas funções é uma série cuja soma 
é infinitamente pequena com  , e a outra é da forma tp S, que 
tende para o limite S quando — tende para zero. 

Aqui, vamos transformar Afc<P„+1s£, sem esquecer que as 
quantidades limitadas que devem substituir 5, são Cf. 



Podemos escrever: 

n n 
■k + i 

ï'*ii')=i{ yyk+i*cî+(i+
m

Hy\+lcï+i, 

designando, para abreviar, por 3 uma quantidade infinitamente 
pequena com —. 

Ora, temos: 

o 

+ ... + ( ' + " ) ( A V ,  4 V . ) 

= ^ + ( ; > \ + . . . + (
, +

;  > ' ? .  ( '  ; " ) A „ + 1 , 

ou 

++.[(:)('+rV(D(l::T!)+(')'C:+,)]+ 
+^[(')r+r')(3)C::;>Ko"(„:i;2)]+ 
+ + 

como se reconhece por meio dum cálculo simples, embora longo, 
atendendo a que é 

*% = 9i  ( \ ) 1,+1 + ( J ) »i+i "'"■+ ("O V * ' 
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Assim, vem: 

n n 

o o 

sendo a quantidade Zl infinitamente pequena com - , em consequên
cia da condição b), porque os coeficientes de f„+l, <pn + 2 . . . <?n , k 
são infinitamente grandes com n de ordem k— 1. 

Temos, portanto, ainda: 

s ( ' )=Z(T)Afc+ ,*<(c< f e-s)+'*>s-
o 

A demonstração acaba-se como no teorema de Perron, fa
zendo crescer indefinidamente r, e atendendo às condições a) e c). 

Observação. — O teorema do n.° 8 está compreendido neste, 
que acabamos de demonstrar. 

Consideremos apenas o caso mais simples, o de nos ser 
dada uma série somável ( C, 1 ), e verifiquemos que o teorema 
de Bromwich nos permite afirmar que a mesma série também é 
somável (C, k'), sendo k'> 1. 

Tudo se reduz a mostrar que os factores da sucessão (6) 
satisfazem às condições do teorema, fazendo nestas k— I. 

Todos estes factores tendem para a unidade quando a cresce 
indefinidamente e, portanto, tem lugar a condição c). 

Como as diferenças A2cp(. são positivas, temos 

n n 

o o 

= <Pl < I . 

É satisfeita a condição a), para Aí= 1. 
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Também se verifica a condição b), porque para i>n é <p( = 0 
e, portanto 

lim. / f i = 0 . 
i— » 

11 ) Adição de sér ies somáveis (C, k ) . — É evidente 
que qualquer método somatório regular, por factores de conver
gência, que atribua a duas séries Y un e Y vn as somas genera
lizadas S e S', aplicado à série Y (aun + bvn), sendo a e b cons
tantes, dá origem à soma aS + bS'. Isto realiza-se, em particular, 
no método que dá origem às somas (C, k). Como Borel, dize
mos que estes métodos satisfazem à condição de distribuUivida.de. 

A adição de séries, convergentes ou divergentes, pode efec-
tuar-se, somando termo a termo, sempre que o número delas 
seja finito, sendo a série que se obtém somável (C, It), desde que 
o grau de somabilidade das parcelas não exceda ft. 

12) Multiplicação de sér ies somáveis (C, k ) . — 
É sabido da teoria clássica das séries que, multiplicando segundo 
a regra de Cauchy duas séries convergentes, só podemos afirmar, 
com segurança, que a série produto é convergente, quando pelo 
menos uma das séries propostas fôr absolutamente convergente. 

Uma generalização dessa teoria é dada pelo teorema: 

a) Se duas séries Y u„ e Y vn forem convergentes, sendo as 
somas S e S', a série produto Y w„ [w„ = u0 v„ + «i vn-i H un v0], é 
somável ( C, 1) e é lim. Cn = Sx S'. 

b) Se as mesmas séries forem somáveis ( C, k ) e ( C, k' ), sendo 
as somas generalizadas S e S',a série produto é somável ( C, k + It' -\-1 ) 
e a sua soma generalizada é o produto S x S'. 

a) Demonstremos a primeira parte do teorema. 

http://distribuUivida.de
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Escrevamos : 

» 
Sa 

n 

0 

a 

0 

<\ 

n 

= 2"' '5«'

S„ e 5„ tendem, por hipótese, para limites finitos quando 

tende para zero. 
Teremos, sendo p um inteiro menor que — : 

/ i+ 1 n+\ "^ 

, SpSnp + Sp + lSnpl+ ••• +SnpSp 
n+ 1 

Snp+lSp~i + Snp+iSp2 + ■■■ +s„s'o 

»+l 

Façamos crescer p e n indefinidamente, mas de modo que 
n 

tenda para zero. 
Como n — p = n I ! J cresce indefinidamente com pen, 

e atendendo a que a primeira e a terceira fracções, cujos nume
radores são somas de p parcelas limitadas, tendem para o limite 
zero, vem: 

M/»»+...+/», „_ spsB_p + . . .+¾^¾ 
lim. = Hm. 

n + I ft « = » /i ( 1 

, „ /1 — 2/511 
= S X S hm. — — = S x S' 

p , n = <x> n 



34 

b) Por hipótese, as séries Y ti„ e Y v„ são somáveis (C, k) 
e (C, k'). Existem, portanto, os limites finitos: 

k\ lim. £ = S , *'! lim.  ^ = S'. 

Pretendemos demonstrar que é: 

pfc + k' + l 

Para isso, sigamos o caminho já estabelecido na primeira 
parte do teorema. As séries propostas eram somáveis (C, 0) e 
nós demonstramos a somabilidade ( C, 1 ) do produto, substituindo 
na expressão do termo geral desta série os produtos uiVj por 5, 5; • 
Devemos agora substituir UiVj por Sf Sf para demonstrar a soma

bilidade (C,k + k'+l). 
Por ser: 

Pn = "O S'n + "i Sn 1 + • ■ ■ + "n $ = S„ "o + S„ 1 "l + • • ■ + «o "« 

/¾ = "o 5« + «i 5 « i + • • • + "n S0 = S/i So + S._, St + . . . + 5„ Sn 

^ + ^ = ̂  + ̂ : , + . . . + ^ 

teremos, escolhendo o inteiro p, como na primeira parte do teo

rema: 

I*+k' + l_ S? Sjf' + ■ ■ ■ + S*_, $£. ,+ , ^ 5 ^ + . . . + 5 ^ , , 5 ^ 
rtfctfc' + i _

 í (fc+fc+i nk + k+i ""•" 

o f t O ft | | o/ í p ft 

+■ 
nfc+íe' + i 
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p Se p e n crescem indefinidamente, mas de modo que — 
tenda para o limite zero, vem: 

H 

lim. — - — : = lim. 

sxs- ?*(«-*)*'4-(j? + l)*(«-P^)*'H:-.v+(«-p)*/' 
lim. 

A! x i 

S x S' pi t . . ... S X S ' S X S f i «, ... 
: / -x)h dx (* + *•+!)> 

ou 

(* + f + | ) ! lim. ' = S x f 

como pretendíamos demonstrar. 

Ill —MÉTODOS SOMATÓRIOS EXPONENCIAIS 

13) M é t o d o s o m a t ó r i o e x p o n e n c i a l (simples).— 
A sucessão infinita de factores de convergência, funções do parâ
metro positivo r, 

(<Po('>=1 

I") < / r ? S'1 \ 
(/-1)1/ [/=1,2...] 

corresponde a um método somatório regular, porque obedece às 
condições (4). 
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Apliquemos estes factores de convergência a uma série Y "„ 
e efectuemos a transformação de Abel: 

Ê„,f,(,=2v-'4+s,[. -.-(.+f+^+-+í)] 
Esta igualdade mostra que também somos conduzidos a um 

método somatório regular, tomando para soma generalizada duma 
série o limite: 

r]_ 
21 (12) lim. ysie-rJ-= lim. 

r- . . . + 5,-^-+..-

e este método denomina-se somatório exponencial. 
Como o de Cesàro, pode incluir-se nos métodos somatórios 

por médias. 
Consistem estes, dum modo geral, no seguinte: 
Seja dado um quadro rectangular de quantidades, que se 

prolonga indefinidamente para a direita e para baixo 

«0 0 « 0 1 «02 • • «o/ • • • 

« 1 0 « i i «12 • • « l i • • • 

«yo «yi a J 2 - • v • • • 

A sucessão duplamente infinita de quantidade a.., convenien
temente escolhida, pode conduzir-nos a um método somatório 
regular de séries, sendo a soma generalizada o limite da sucessão 
infinita 

«yoS0 + « ; l ^ + - - - + « y 7 ^ + 

«yo + «yi + •••+«/,-+ ••• 
[/ = 0, 1,2.. . ] 
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Assim, para o método somatório exponencial, podemos con

siderar o quadro 

■ ■ 

1 '1 ri A 
1 2! i\ 

1 ' » r\ À 
1 2! i\ 

r, r~: A 
1 J J j 

1 2! t\ 

representando por r , r2 ... uma sucessão crescente e infinita de 
quantidades positivas. 

À soma generalizada correspondente a este método pode 
darse a forma: 

lim. e rs (r) , 

convencionando escrever 

13) s (,)=50 + ̂ 1 + S,^+...+S,.^+... 

O método tem principalmente valor, quando a série (13) fôr 
uniformemente convergente para r>0, isto é, quando s(r) fôr 
uma função inteira, e é neste campo que nos colocamos. 
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14) Método somatório exponencial sob a forma 
de integral.—Suponhamos a sucessão de factores de conver
gência, definida pela formula: 

(14) Mr) = l-e-'[i±r+£±£+...+^] = 

= - f e-'i'dt \r>Q, / = 0 , 1 , 2 . . . ] . 
1 ! J 0 

Esta sucessão também nos conduz a um método somatório 
regular de séries e devemos notar que os factores (14) estão 
ligados com os definidos por (12), pela relação 

^+1 = ¾ 

Seja dada uma série Y un. Quando a série V u.$. fôr con-
o 

vergente para r finito e existir o limite 

n 

lim. [ Hm. V B / 4 » / ] , 
o 

a série é somável pela sucessão de factores de convergência (14). 
Ponhamos: 

r r2 r* 

O método, que expomos, é denominado método somatório 
exponencial sob a forma de integral e terá, sobretudo, valor quando 
u(r) fôr uma função inteira, para r> 0. Nós suporemos que o 
aplicamos somente a séries, que conduzam a este resultado, e 
chamamos a u(r) a função inteira associada da série. 

Assim, a soma generalizada toma a forma: 

n 

lim. [ lim. Y«,<h] = f e~'u(()dí, 
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e existe sempre que exista o integral escrito, conhecido por inte

gral de Borel. 
Qoza este método, como veremos, duma eficácia superior 

à do método exponencial, referido no último número, sendo 
já de prever uma ligação íntima entre os dois métodos, em 
virtude da relação que existe entre os factores de conver

gência (12) e (14). 

15) Se s(r) fôr uma função inteira, u(r) também é uma 
função inteira. 

Com efeito, como s(r) admite derivada, temos: 

^)^ + ^ + ^ +  {-Sr 
l '

 3 21 ('—1)1 

•■ (/•) s(r) = (S, S0) + (S,  S , ) j + , . . + (¾5(._,) -± 
('"1)1 

sendo estas séries uniformemente convergentes. 
Temos mais: 

2 3 i 

= ' ' i f + "2jy + "3jj+ ■••+«,— +•••="( ' • )  "o • 

É, portanto, como pretendíamos provar, inteira a função 

r1 
« ( r )  ^ B / _ . 

/=o 
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16) Podemos escrever: 

" (') = «o+ £ [«' (0-*(0 ]dt = s(r)- J"« (l) dl, 

e também 

r1 i—l 
( 15) ii (r)=s (r)-s{r) = «, + „2 j + .. . + „. 

donde 

(16) n0+ Ve~'u (t) dt = e~rs (r) . 

Teorema. — Se uma série fôr somúvel pelo método somatório 
exponencial e tiver por soma generalizada S, será também somável 
pelo método somatório exponencial sob a forma de integral, com a 
mesma soma generalizada. 

Como partimos da hipótese de que é 

lim. e~rs(r) = S 

sendo s(r) uma função inteira, podemos então escrever 

(l7) s-«o±fciXr'ml«=fi^u)«, 

e está assim provado que tem um valor determinado o integral 
f e~'u'(t)dl. 

Para o teorema ficar demonstrado, só falta deduzir que 
a existência deste integral assegura a existência do integral 
I e~'u(t)dt, e além disso que é: 

I e~'u(í)d(= l é~' ti (t)dt + u0 . 
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Por ser «'(/) uma função contínua, vem: 

(18) fVV(/)rf/ = , - ' „ ( , ) _ „ 0 + V e-'u(i)dt, 
•10 j 0 

OU 

pondo 

f{') = j e-'u(t)dt , y (r)=é-ru(r) 

/ ( ' ) = f V 'u (/)(// . 
Jo 

Estamos assim em presença duma equação diferencial linear 
de primeira ordem, considerando <f(r) uma função desconhecida 
e / ( r ) uma função dada. 

Qualquer determinação da função <p está compreendida na 
expressão do integral geral, que é 

íW=r' [ Çj (/(/) + «„) ,/i+c 1 . 
Temos, pois: 

r=; *( r' ~ "° + ^i"1; [ ' ' / ' e'/( '>rf/1 = 

-*+Jk ['"í/w]* 
qualquer que seja o número R, compreendido entre r0 e r. 

Mas, por ser ^ / ( / ) = 5 - « 0 > podemos dar a R uma suces

são crescente de valores, de modo a obtermos que e~r T e'f(t)dt 
nr ">R 

6 £ ' h e (S~"o)dt defiram de quantidades, em valor absoluto 
tão pequenas, quanto se queira. 
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Assim, resulta: 

Hm. <p(!•)=//„+ Hm. \ e~r f e' ÍS  n0) dl I = S , 

ou, seja, como pretendíamos demonstrar: 

Jo 
<dt=S . 

Observação. — Da igualdade (18) concluímos, depois do 
resultado obtido, e mediante as condições do teorema, que é: 

lim. c~rn{r) = 0 . 
r = <x> 

Teorema recíproco. — Se uma série tiver urna soma generali

zada S, correspondente ao método somatório exponencial sob a forma 
de integral, obtémse a mesma soma generalizada empregando o método 
exponencial (simples), se tiver lugar a condição 

lim. <rr«(r) = 0. 

Temos, na verdade : 

J" e~' u (I) dl = eru(r) + uç + J"̂  e~'V (/) dl , 

e resulta 

lim. j e 'u (l)dl = S — u0í 
r=x> Jo 

ou, atendendo a (16), 

S = lim. e~rs(r) , 
/ ■ = 0 0 

como pretendíamos demonstrar. 
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Está feita a comparação dos dois métodos exponenciais. 
O grupo das séries ao qual seja aplicável o método sob a forma 
de integral é mais vasto, do que o correspondente ao método 
somatório exponencial, simples, e contém todas as séries para as 
quais este seja eficaz. 

É indiferente a aplicação dos dois métodos, quando se reali
zar a condição Hm. e~ru(r) = 0. 

17) A sucessão de factores de convergência, definida pelas fór
mulas (14)^ canónica. 

Para o provar, basta verificar que a soma generalizada da 

série Y z", obtida quando se emprega o método somatório corres-
0 

pondente, é y—-, sempre que exista. 
A função inteira associada é e" e 

o 1 — z 

quando a parte real de z fôr inferior à unidade. 
A série é somável pelo integral de Borel, no semi-plano que 

tem por origem a recta JC= 1 e contém o eixo dosyy. 
Como neste domínio é: 

Iim. e-r.erz = 0 t 
/ • = 0 0 

a série também é somável, no domínio referido, pelo método 
exponencial sem forma de integral. 

Deste resultado, conclui-se que qualquer dos métodos expo
nenciais goza da propriedade de se poder empregar, eficazmente, 
na teoria do prolongamento analítico. 

18) Nos métodos somatórios exponenciais pode fazer-se 
uma classificação por graus de somabilidade, como fizemos com 
relação aos métodos somatórios por somas de Cesàro, o que 
terá utilidade no que se segue. 
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Consideremos as sucessões de funções: 

Sir)] »*(/;), s"(r)...s^(r)... 

«(/•).,«'(/■) , « " ( ' ) • • • uM[r)V.., 

em que s</'> (r) e «'''t (/•) são as derivadas de ordem p de s (r) e « (r). 
Se uma destas funções fôr inteira, tôdas as outras o são, 

e nós supomos que se verifica esta propriedade. 
Então, atendendo às expressões destas funções e ao pri

meiro teorema do n.° 16, concluímos que se existe o limite 
lim. érslp~~l)(r)' é convergente o integral Ip= Ç fi#*[.*)& 

e, portanto, são convergentes todos os integrais: 

/pi=f e<ul»"(t) '" ■■■ h =£ e'u (l) dlJ0=Ço «"'«(') <" • 

Neste caso, a série correspondente dizse somável (B, p). 
Vêse assim, que a somabilidade (B, p) tem como conse

quência a somabilidade (B, p — 1), mas a recíproca só é verda

deira, quando se realiza a condição Hm. e~rdp~1'l(r) = 0. 
Dizer que uma série é somável pelo integral de Borel equivale 

a dizer que é somável (B, 0). 
A somabilidade pelo método exponencial, sem forma de inte

gral, é a somabilidade (B, 1). 

IV —SÉRIES ABSOLUTAMENTE SOMÁVEIS 

19) É sabido que as séries absolutamente convergentes ocupam 
na teoria clássica um lugar privilegiado, em virtude de poderem 
tratarse como somas dum número finito de parcelas, debaixo do 
ponto de vista dos cálculos numéricos. Quando a convergência 
não é absoluta, a soma duma série depende da ordem em que se 
tomam os seus termos. 
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Esta circunstância deve, naturalmente, acentuar se, quando 
o campo em que nos colocamos abrange séries divergentes. Por 
isso devemos aqui, em geral, considerar a ordem dum termo, como 
fazendo parte integrante do mesmo, não nos sendo até permitido, 
em todos os casos, tirar conclusões sobre a somabilidade duma 
série, quando suprimimos um número finito de primeiros termos. 

Com efeito, a formula (15) mostra-nos que u'(r) é a função 
inteira associada da série que se obtém suprimindo o primeiro 

termo à que nos é dada Y un. Da igualdade (17) concluímos, 

F -i Ã 
seguidamente, que, se existir o integral e u' (t) dt, y un é somá-

i 
vel (B, 0), e a soma generalizada obtém-se subtraindo //„ à da 
série proposta, que é somável (B, 1). Porém, se esta fôr apenas 

somável (B, 0), \un não é somável por métodos exponenciais. 
i 

Podemos, portanto, generalizando estes resultados, enunciar 
os seguintes corolários dos teoremas do n.° 16 e das considera
ções do n.° 18: 

1.° Uma série N un é somável pelos métodos exponenciais, se 
o 00 

fôr somável qualquer das séries Y ua, obtida dando a i um dos valo
res 1, 2. . . . 

2.° A somabilidade de V un não tem como consequência neces-

sária a somabilidade das séries V un [/'=1, 2. . . ] . A somabilidade 

(B, p) da primeira impõe as somabilidades (B,p — I ), (B,p — 2). .. 
( B, 0 ) das séries que se formam dando a i sucessivamente os valo
res 1, 2 . . . p. 

O que acabamos de expor, leva-nos a concluir a possibilidade 
de obter no campo das séries somáveis pelos métodos exponen-
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ciais um grupo gozando de propriedades, que as aproximem das 
absolutamente convergentes, e para a teoria ser perfeita, esse 
grupo deve compreender estas últimas. 

É êle constituído pelas séries que Borel denomina absoluta

mente somáveis, e que passamos a definir: 

Uma série V un dizse absolutamente somdvel, quando forem 
o 

convergentes os integrais: 

f c'\u(t)\tlt , f e~'\ iï{t)\dl... i ' V V ' O I ' t t . . . , 
Jo Jo Jo 

qualquer que seja o número inteiro e positivo p. 

As séries absolutamente somáveis, como se deduz do que ficou 
dito, gozam das seguintes propriedades: 

1 .* Se > un fôr absolutamente somável, são absolutamente somá

» « 
veis as séiies Y un [ / =  1 , 2 . . . ] . 

i 

2.a A soma generalizada de \ u obtémse subtraindo a soma 

"o + «! + ••• r 11 k_ , à soma generalizada de V un. 
o 

3." Numa série absolutamente somável podemos, sem modificar 
a soma generalizada, permutar a ordem dum número limitado de 
termos, ou substituir este número limitado de termos pela sua soma. 

Teremos ocasião de mostrar, que as séries a que nos referimos 
compreendem as que são absolutamente convergentes, e também 
possuem, além das já enunciadas, outras propriedades notáveis, 
que tornam útil a sua introdução na análise, 
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20 ) Uma série absolutamente convergente è absolutamente 
somável. 

Com efeito, suponhamos absolutamente convergente a série 

V un. São também absolutamente convergentes as séries ^. u„ 

[ /=1 , 2 ...] e convergentes as séries Y i>;i obtidas, pondo | un\ = vn. 

Temos: 

l « M I < " ( ' ) , |,,' (/■) | < i » ' ( ' ) . . . | ««">.( r ) | < ,
( /

" ( r ) . . . . 

Representemos por 5 a soma da série V i>n. Como é regular 
o 

o método somatório pelo integral de Borel, as igualdades 

S=i e~'v(l)dt , Sv0=í c'v (t) ill ... 

. . . S  ( ^ + K I + . . . + 1 ^ ) = ^ <'„<»(/)<«... 

mostram que são convergentes os integrais dos segundos mem

bros e, portanto, absolutamente convergentes os integrais 

/)dí... , f é'u(t)dt,[ e~'a'(t)dí, . . . f e~'uipU 
Jo Jo Jo 

o que demonstra o teorema. 

Nesta demonstração interveio a condição da convergência 
absoluta da série. Tratandose duma série semiconvergente não 
podemos decidir, imediatamente, que seja absolutamente somável 
ou que o não seja. 

O Sr. Hardy deu um exemplo duma série semiconvergente, 
não absolutamente somável. Vamos nós apresentar um exemplo 
duma série semiconvergente, que é absolutamente somável. 
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ou 

É o exemplo clássico da série semiconvergente : 

_i+H+i_... + ( _ , r + . ^ + . . . 

A função inteira associada é 

«(/■) = — l  u i  í l  I dl id 
1 2 1 3 2 1 4 3! 

= _ , + JL_Z + Z. 
2! 3! ^ 4 ! 

, . e~r — I 
« ( / ■ ) = 

A soma da série é então: 

(19) 5 = f e  ' i  ^ 
Jo / 

1« 

Este integral é convergente em consequência da teoria que 
expomos, e absolutamente convergente, porque todos os seus 
elementos têm o mesmo sinal (1). 

A expressão geral das derivadas de u(r): 

. ' [ l + T +  + . . . + _  + î ï] 
(20) «<">(/) = (  ! ) " / , ! 

,*+« 
mostra que o mesmo raciocínio prova a convergência absoluta 
dos integrais f e~*ulP)(í)dt [/7=1,2 . . . ] , não esquecendo que 

(1) h para notar que este integral representa a diferença de dois inte

grais divergentes (Cours d'analyse mathématique, E. Qoursat, t. 1 da 3.» éd. 
n.° 94). Põesc assim em evidência, que uma série semiconvergente pode 
considerarse a diferença de duas séries de têrmos positivos, ambas diver

gentes, como é sabido da teoria clássica das séries convergentes. 



49 

urp'(r) é a função inteira associada da série convergente, obtida 
suprimindo os p primeiros termos à proposta. 

Esta é, pois, como enunciamos, absolutamente somável. 

21) Adição de séries absolutamente somáveis.— 

Se as séries \ u
n

e \ v
n forem absolutamente somáveis, e tiverem as 

o o 
somas generalizadas Se S', Y ( a un \ b vn ) é também absolutamente 

o 
somável com soma generalizada igual a aS\ bS', representando por 
a e b constantes. 

Esta propriedade é uma consequência imediata do que aca

bamos de expor. 

22) Multiplicação de sér ies abso lu tamen te somá

veis. — Se duas séries Y à e Y vn forem absolutamente somáveis e 

tiverem as somas generalizadas S e S', o seu produto, obtido segundo 

a regra de Cauc/iy, é uma série absolutamente somável Y wn, que 
o 

tem como soma generalizada S x S'. 

Temos, por hipótese: 

„■*> [,■» 
S= e~'u{t)dt S ' = e~sv(s)ds, 

Jo Jo 

sendo estes integrais absolutamente convergentes. 
Assim, 

(21) SxS'= e'~s u(t)v{s) díds 

é um integral duplo absolutamente convergente. 
5 
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Efectuando a mudança de variáveis, definida pelas fórmulas 

x = l + s 

resulta : 

onde sabemos que é 

/*—.V\ *—j (*—J)* . (x—J») 
2\2! " 23.3I 

Como estas séries são absoluta e uniformemente conver

gentes, vem: 

•(W?)Ê2<.a (*+*)'{xyY 

/ = 0 / = 0 ^ '■*' ■ 

[7+/=fl/ /1 = 0,1,2...], 

Então resulta: 

J : ; } " * 4 È ^ £ > + ' > ' < '  ^ 

.<•+;+1 A .«+1 

í = 0 / = 0 /1 = 0 
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É também 

S x S ' = e~x > wn— dx 
h Li " (,,+ i)! 

urn integral absolutamente convergente. 
Vê-se, claramente, que a última série define a função inteira 

associada de 

(22) 0+^,,,,, 
n = 0 

que é, portanto, somável. 
Não está, porém, ainda demonstrado o teorema, porque 

não podemos, da somabilidade de (22), deduzir a somabilidade 

de y wn. Mas, se demonstrarmos que (22) é absolutamente somá-
0 

vel, então poderemos fazer igual afirmação, relativamente àquela 
série. 

Como as séries propostas são absolutamente somáveis, é abso
luta a convergência dos integrais 

j \ - V " > ( 0 < « , J" e-sv{,>)(s)t/s [/, = 0 ,1 ,2 . . . ] . 

Ora, por ser u'(í) a função inteira associada de Y un, efec-
i 

tuando o produto desta série, absolutamente somável, pela série 

\ vn, somos conduzidos, repetindo os raciocínios feitos, ao inte-
0 

gral absolutamente convergente 

(23) (S - u0) >: S'= j e-*0(x)dx, 
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pondo 

-* x» 
0(^)=^07+(^1+^0)77+--- + ("1 "«-1 + •• • +"„"0) 77+ • • • = 

«te Vá "("+!)! / 
n = 0 

Então, da convergência absoluta do integral (23) e do inte
gral 

e xv(x) dx , 
Jo 

concluímos a convergência absoluta de 

Jo dx \Li " ( / !+!)! ; 
/1=0 

Mas, as séries Y un [h = 2, 3 . . . ] são todas absolutamente 

somáveis, assim como as séries Y i>fl [k= 1, 2 . . . ] e, portanto, 
* 

repetindo os mesmos raciocínios, concluímos a convergência abso
luta dos integrais 

Jo dxP V^J " ( „ + 1 ) 1 / 

A série (22) é absolutamente somável, o mesmo acontecendo, 

portanto, à série Y ipfl, cuja soma generalizada é 
o 

o 

ficando demonstrado o teorema. 
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V —SÉRIES INTEIRAS ABSOLUTAMENTE SOMÁVEIS 

23) Com o fim de pôr bem em evidência a utilidade da 
teoria das séries absolutamente somáveis, vamos apresentar gene
ralizações de teoremas relativos a séries inteiras convergentes. 
Seremos conduzidos ao resultado notável, que consiste em definir 
uma função holonwrfa por meio duma série divergente. 

É sabido que, se num ponto z0, uma função f(z) fôr susceptí
vel dum desenvolvimento convergente, ordenado segundo as potên
cias inteiras e positivas de z0, é susceptível do desenvolvimento 

(24) /(») = «04-«Jlz + B1|P-f...4-B<,«B+ ... , 

em qualquer ponto interior ao círculo, que tenha por centro a 
origem e raio igual a \z0\. A funçáo f(z) é holonwrfa no inte
rior deste círculo e as suas derivadas sucessivas são funções 
holomorfas, cujos desenvolvimentos em série se obtêm derivando, 
sucessivamente, a série de soma/(z). 

Suponhamos que a série representada em (24) seja conver
gente ou divergente, mas absolutamente somável no ponto z = zQ. 

Vamos demonstrar os teoremas seguintes: 

I _ A série ( 24 ) é absolutamente somável, em qualquer ponto 
do segmento que una a origem O ao afixo M de z0, e define, por
tanto, sobre ÕM, uma função f(z) que é a sua soma generalizada. 

II — A expressão analítica da soma generalizada de (24) dá 
origem a uma função holomorfa $ (z), no interior do circulo de diâ
metro OM, embora só possamos afirmar que seja a soma generali
zada da série [ty(z)=f(z)] sôbre ^M-

III — As derivadas de iodas as ordens de ty(z), em qualquer 
ponto de ÕM, excluindo M, são as somas generalizadas das séries 
obtidas, derivando termo a termo (24). 

IV — A origem é um ponto singular de ^(z), se fôr nulo o 
raio de convergência de (24). 
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I 

Sendo a função inteira, associada de (24): 

. , " , (rzf (rz)n 

pretendemos demonstrar que os integrais 

(25) jV'|-J[«(/ ) 2)] |«rt [, = 0.1,2...] 

são convergentes, qualquer que seja z do segmento OM, supondo 
que essa convergência tem lugar para z = z . 

Notando que a função u(r,z) apenas depende de r e z sob 
a forma rz, podemos escrever: 

n(r,z) = F(rz) e ^ [ « { l *)] = * Flp) (rz) , 

resultando que os integrais (25) serão convergentes, quando o 
forem os integrais 

foe-'\r^(lz)\clí. 

Se escrevermos z0 = p0e""°, para qualquer ponto de O Ai, é: 

z = Pe""° e p < P o , 

e, efectuando nos últimos integrais a mudança de variáveis, defi
nida pela fórmula tz = xe""°, onde x é real, vê-se que eles são 
equivalentes a 

(26) iTr||f<'»jx^k 
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Como estes integrais são convergentes para p = p0, também 
o são para p<p 0 , e temos o teorema demonstrado. 

À soma generalizada da série, para qualquer valor de z do 
segmento OM, corresponde qualquer das expressões: 

(27) / ( 2 , = l «"( '«*)<«= I e~'F(tz)dt = 

II 

Consideremos a função 

i(u0 p» x e'"'° 
(28) f ( i ) - ' £ _ _ j o ^ —F(xe""°)dx 

que, como acabamos de ver, representa a soma generalizada 
de (24), quando z pertencer a OM. 

Pondo z = z'e""°, (28) transforma-se em 

Este integral é uniformemente convergente para 2' real, no 
domínio em que tenha lugar a condição 

1 _ j _ 
« x' < e ft » 

e o mesmo tem lugar para qualquer valor imaginário de z', desde 
que seja: 

I — — \ - — \e z'\<e p0 • 
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Pondo *' = a + i? e, portanto, ^ - ^ — - i - J — 

a última condição realiza-se, quando fôr: 

< 2 9 > VTf>Í' ou '"—fr<0"-

Neste domínio, M'(z') é uma função uniforme e contínua de z'. 
O mesmo acontece, com relação à função ^(z), desde que z per
tença ao domínio, que corresponde a (29). 

Esse domínio é o círculo considerado no enunciado do teo
rema. 

Com efeito, como io0 é o ângulo polar de OM, o afixo de z 
é o ponto de coordenadas (a, P), relativamente ao sistema de 
eixos formado por OM e pela perpendicular a este conduzida 
por O. 

Ora, se representarmos por « e p a abcissa e o raio vector 
dum ponto do plano, vê-se que é 

p — ap o <0 no interior do círculo de diâmetro OAf = p0 

p2 — ap > 0 no exterior do mesmo círculo. 

Para o teorema ficar completamente demonstrado, necessita
mos provar que ty(z) tem uma derivada contínua, em cada ponto 
do mesmo círculo. 

Derivemos ambos os membros de (28), em ordem a z: 

,""o A" *« * . . , 
*'(*) = - íj- | o « F ~ F(xe"»o) dx + 

f2i'»0 /.» xe""o . 
+ ^c:foX,—T-p(x^)dx, 

Se estes integrais forem uniformemente convergentes, ty'(z) 
é a derivada, contínua, de <[)(z). . 
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Ora, o primeiro integral do segundo membro, já sabemos 
que é uniformemente convergente, e vamos provar que o mesmo 
se dá relativamente ao último. 

O integral 

J xe~Y | r(xe""o) | rf.t( 

quando z' fôr real, é uniformemente convergente no domínio 
0 < z ' < p o , porque independentemente do valor de z' neste domí
nio, para um valor de x>xlt é 

X X 

xe~ z- <e p„ ' 

A demonstração acaba-se como anteriormente, ficando pro
vado que ty(z) é holomorfa no interior do círculo de diâmetro ÕM. 

III 

Sendo z um ponto do segmento OM, sabemos que é 

¢(2)=/(2)= e 'i(l,z)dt=\ é-'FUz)dt. Jo Jo 

À série, que se obtém derivando termo a termo (24) 

(30) ^ + 2 ^ 1 + 3 ^ + , . . +/»B ) ,«B-1+ f . . 

corresponde, como função inteira associada, a soma da série 

(31) , , + 2 ^ + 3 « , ^ + . . . + ^ ^ + . . . , 

a que podemos dar a forma 

(32) (,(rz) = -?—\rzl-(rz)\. 
dírz) L J 
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Vamos demonstrar sucessivamente que (30) é absolutamente 
somável e que a sua soma generalizada é a derivada/' (z), para 
qualquer ponto de OM, excluído Aí. 

Os integrais 

Íoe~'\^íe{í2)]\dí í" = 0.'.2...] 

serão convergentes, quando o forem os integrais 

Atendendo a (32) e ao resultado que se obtém, derivando p 
vezes ambos os membros dessa igualdade, vem, representando 
por A um número positivo finito 

f e~'\í>{p) [ta) | <lt < j A le'11 w-" + 2> (t2) J ai + 

+ (p+l)j*e-'\F{"+'U<z)\ dt. 

Ora, é já sabido, que o segundo integral do segundo membro 
conserva sempre um sentido, quando A crescer além de todo o 
limite. E o primeiro integral goza da mesma propriedade no 
segmento O M (excluindo Aí), como se vê seguindo o raciocínio 
do teorema anterior, depois de ter feito a mudança de variáveis, 
definida pela fórmula, também já considerada, tz — xe""°. 

Então, independentemente dos valores de A e z (z perten
cendo ao segmento OM e não coincidindo com Aí), podemos 
determinar um número A', tal que seja: 

«-'U'(/,)('*) \<IKN. 
Jo ' ' 
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Está provado que, para qualquer valor de p, f e~tg(p)(tz)dt 
é absoluta e uniformemente convergente e, portanto, que (30) é 
absolutamente somável. 

Para demonstrar a segunda parte do teorema, teremos: 

= \íe~'r(íz)\ + Çtf-'F (lz)dt, L Jo Jo 

sendo nula a expressão completamente integrada, em virtude da 
somabilidade absoluta de (24) impor a igualdade 

lira. [/«-'r (/e)] =s 0 . 

Assim, a primeira derivada de/ (2) , no domínio referido, é a 
soma generalizada da série (30), porque podemos escrever: 

/ ( * ) = í te-lF,{lz)dt = f e-'g(tz) Jo Jo dt 

Os raciocínios repetem-se sucessivamente, para as derivadas 
de segunda ordem, terceira ordem, etc., e o teorema está comple
tamente demonstrado. 

IV 

Supondo nulo o raio de convergência da série (24), vamos 
provar que a origem é um ponto singular de <\>(z). 

Com efeito, se a tese fosse falsa, fazendo tender z para zero, 
seguindo o caminho MO, ty(z) e as suas derivadas sucessivas 
tenderiam para «0, uv 2\u2 Então, (24) seria o desenvolvi
mento de Taylor duma função holomorfa e, portanto, convergente. 

Como este resultado está em contradição com a hipótese de 
que se partiu, o teorema é verdadeiro. 
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24) O Sr. Borel resume as conclusões tiradas nos últimos 
números, nos seguintes teoremas: 

Seja P (H, ti, ti'... trip), x) um polinómio inteiro em ti e suas 
derivadas ti, u"... a , em que u representa uma série ordenada 
segundo as potências inteiras e positivas de z, absolutamente somável 
para z = z0, e cujos coeficientes sejam séries inteiras em x, de raio 
de convergência superior a \z0\. 

Substituindo u pela série correspondente e efectuando os cálculos 
como se fosse convergente, obtém-se uma série absolutamente somável 
sobre O M (excluindo MJ, que define uma função holomorfa F, no cír
culo de diâmetro OM. Esta função é a mesma que se obteria, subs
tituindo tf pela função holomorfa que a série respectiva define. 

Notando ainda que uma função holomorfa definida por uma 
série de coeficientes nulos é identicamente nula e que, reciproca
mente, uma função holomorfa definida por (24) não pode ser 
identicamente nula, sem que sejam nulos todos os coeficientes da 
série, podemos ainda enunciar: 

A função F será identicamente nula quando todos os coeficientes 
da série correspondente sejam nulos e somente neste caso. A série u 
verifica então formalmente a relação 

P(u,u',,i"... nip\x) = 0 

e a função analítica correspondente verifica-a efectivamente. 

O teorema estende se, é claro, ao caso de na expressão 
de P considerarmos várias séries, em número finito, quando forem 
todas absolutamente somáveis para z — z0. 

25) Nos teoremas do n.° 23 não intervém a condição de 
ser diferente de zero o raio de convergência da série (24). 

Porém, a aplicação das séries absolutamente somáveis à teoria 
do prolongamento analítico, faz-se supondo que o raio de conver
gência não é nulo e tem um valor finito. 
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Vamos por isso estabelecer, dentro desta hipótese, um teo

rema, de que faremos uso no capítulo segundo. 

Teorema. — Seja f(z) uma função holomorfa no interior e sobre 
um círculo C de diâmetro OM, passando pela origem O. Suponhamos 
que o elemento analítico da função, relativo a 0 (ponto ordinário), 
seja a série (24). Esta série é absolutamente somável na área da 
elipse que tem como eixo maior o diâmetro 0'M' dum circulo C, 
concêntrico de C, e para a qual O é um foco. A soma generali

zada da série é uma função holomorfa de z, que coincide com / ( z ) 
em toda a elipse. 

Notemos, antes de tudo, que o facto de f(z) ser holomorfa 
no interior e sobre C, de centro a, mostra que o raio do círculo 

de convergência da série de Taylor/(z) = Y An(z — af é supe

rior a | a |. ° 
Portanto, podemos determinar o círculo C, contendo um cír

culo f de centro O, no qual a série (24) tenha por soma / ( Í ) 
e sendo a função ainda holomorfa no interior e sobre C". 

Assim, temos: 

(33) " « = 2 ^ / ( c . , 7 Ã í / c [«=0 ,1 .2 . . . ] , 

sendo o desenvolvimento uniformemente convergente em ■{ e sim

plesmente formal fora deste círculo. 

Pretendemos demonstrar que êle é absolutamente somável 
no domínio referido. 

A função inteira associada é: 

1 f f(x) r rz (rzf A^zf ] 
u{r,z) = —\ I j y —— + ... + —— + . . . \dx = 

i f /(*) r4, 
= 7  e x dx , 

2izJ(c) x 
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donde resulta que a soma generalizada tem por expressão 

Jo 2 / x Jo J(v') * 

A série será absolutamente somável, no domínio da existência 
dos integrais 

(34) f V ' | - ^ - « ( ' . * ) U [/, = 0,1,2. . . ] . 

Ora, temos para qualquer valor de p: 

ZtxJ{a,y\xJ x I 

se representarmos por M o máximo de \ l ~ J —— sobre C", 
por e um número positivo, e se os valores de z pertencerem ao 
domínio definido pela desigualdade 

( 35 ) parle real — < I — e . 

Neste domínio da variável z, os integrais (34) são conver-
gentes, como se deduz da comparação com o integral e s'dt, 
e, portanto, a série (24) é absolutamente somável. 

Façamos a interpretação geométrica da desigualdade (35): 
A equação 

parle real — = 1 , 

que pode escrever-se com a íorma 

(36) X+—i—x^Va' + e8, 
V«"+p" V^+P 
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pondo 

Z = X + ÍY e * = « + / p, 

representa, para cada ponto x de C, uma recta perpendicular 
àquela que se obtém unindo a origem ao ponto x. 

Todos os pontos z situados para o lado da origem com rela
ção a esta recta satisfazem à condição (35). 

Quando o ponto x percorre a circunferência, a recta tem 
como envolvente uma curva, tal que o lugar das projecções de O 
sobre as suas tangentes é C. Esta envolvente é uma elipse de 
foco O e eixo maior O'M', e a todos os pontos que lhe sejam 
interiores correspondem valores de z, que satisfazem à condi
ção (35). 

No interior desta elipse, a série (24) é, pois, absolutamente 
somável, e a mesma propriedade subsiste para os pontos situados 
sobre a curva, porque o círculo C pode substituir-se por outro C", 
concêntrico de C, mas de maior raio, no qual f(z) seja ainda 
holomorfa, C" dando origem a uma nova elipse homofocal da 
primeira e contendo-a. 

A soma generalizada de (24) é uma função holomorfa na 
elipse, como se conclue dos teoremas do n.° 23. 

Como esta soma coincide com f(z) em ? e, portanto, em 
toda a região do circulo C que pertença à elipse, temos o teo
rema completamente demonstrado. 

A elipse será tanto mais achatada, quanto menor fôr a dife
rença R' — R dos raios dos círculos C e C, mas contém sempre 
no seu interior o diâmetro UM de C. 

Qualquer que seja esta elipse, podemos dizer que a série 
é absoluta e uniformemente somável no seu interior. 



CAPÍTULO II 

APLICAÇÃO DAS SÉRIES ABSOLUTAMENTE SOMÁVEIS 
AO PROLONGAMENTO ANALÍTICO 

26) Definição. — Sejam f{(z) e f2(z) duas funções holo
morfas nas regiões planas AL e A.,, limitadas pelas curvas fecha
das Cj e Cv Suponhamos que existe uma área A' comum a At e A. 
e que, em A', seja 

A (*)=/«(*)■ 

o que terá lugar sempre que nesta última área as duas funções 
tenham um único elemento analítico comum. 

/ , (z) dizse então o prolongamento analítico de / , (z) na área 
At  A'. 

27) Polígonos de somabi l idade. — Suponhamos que 
a série 

tem um raio de convergência finito, diferente de zero, único caso 
que nos interessa, nesta teoria. 

Os pontos singulares da função analítica/(2) distribuemse 
sobre o plano, devendo pelo menos um encontrarse sobre o cír

culo de convergência de (I). 
c 
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Suponhamos um caso simples, aquele em que existe um único 
ponto singular A, e consideremos a perpendicular A em A, ao 
segmento que une a origem das coordenadas com este ponto. 

A todos os pontos do plano, que se encontram para o mesmo 
lado da origem com relação a A, corresponde a somabilidade 
absoluta de (1). 

Com efeito, a função é holomorfa em qualquer círculo C de 
diâmetro OM, desde que M tenha por projecção ortogonal, sobre 
a recta que une a origem ao ponto singular, um pcnto da semi-
-recta AO, que não coincida com A. 

Como consequência do teorema do n.° 25 e da definição do 
n.° 26, podemos assim afirmar: 

A soma generalizada de (1) define o prolongamento analítico 
de f(z) na parte do semi-plano de origem A (região de somabilidade), 
que fôr exterior ao circulo de convergência da série. 

Suponhamos que o número de pontos singulares seja finito, 
e distribuído de qualquer modo no plano. 

As perpendiculares conduzidas em cada ponto singular às 
rectas, que os unem com a origem, Formam um polígono como, 
por exemplo, o da figura 1, 

rig. i 

que se denomina polígono de somabilidade da série. 

Ainda que o número de pontos singulares seja infinito, o 
polígono de somabilidade pode ter um número finito de vértices, 
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sendo evidente que este polígono pode ser fechado ou aberto, 
conforme a posição dos pontos singulares. 

Os pontos singulares, em número infinito, podem dispor-se, 
por exemplo, sobre uma linha L, completamente exterior ao polí
gono de somabilida.de, como representa a figura 2. 

Pig. 2 

Baseados no que acabamos de expor, podemos enunciar 
como propriedades dos polígonos de somabilidade: 

1." A área do polígono de somabilidade pode ser grande ou 
pequena, tudo dependendo da posição dos pontos singulares, mas 
nunca essa área poderá ser inferior à do circulo de convergência. 

2." Para qualquer ponto que lhe seja interior, a série (1) é 
absolutamente somável, não o sendo para os pontos exteriores. 

3." Para os pontos do contorno pode ter ou deixar de ter 
lugar a somabilidade absoluta. 

http://somabilida.de


CAPÍTULO III 

SÉRIES DE FOURIER 

I — GENERALIDADES 

28) Uma série trigonométrica 

( I ) 7 «o + A ("* cos kx + ** sw **) 

diz-se a scWe í/e Fourier correspondente à função integrável/( jt) (1). 
se os coeficientes forem constantes determinadas pelas fórmulas: 

(2) «* = - f(í)coskídt , bk = - \ /(t)senktdt 

conhecidas por fórmulas de Euter-Fourier. 

Assim, a toda a função integrável, no intervalo (0, 2-), cor
responde uma série de Fourier, podendo escrever-se: 

I °° 
(3) /(*) ~y"o4-2j {«kcoskx+bksi;"kx) . 

(1) Nós consideramos somente funções integráveis no sentido de Riemann, 
embora sejam possíveis generalizações. Mais geralmente, a toda a função soma-
vel, isto é, integrável no sentido de Lebesgue, corresponde uma série de Pouricr. 
Lebesgue dá exemplos de séries de Fourier convergentes, de funções nao inte
gráveis no sentido de Riemann. 
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desde que com esta notação pretendamos indicar simplesmente 
um desenvolvimento formal. 

Náo nos é permitido dizer que a série tem por soma f(x), 
pois que Du Bois-Reymond e Lebesgue encontraram séries de 
Fourier, correspondentes até ao caso particular de f(x) ser contí
nua com singularidades notáveis. 

Du Bois-Reymond mostrou que a série de Fourier duma função 
contínua pode divergir. 

Lebesgue mostrou que uma série de Fourier pode representar uma 
função contínua, convergindo, mas sem que convirja uniformemente 
num intervalo de continuidade. 

As fórmulas (2) podem obter-se substituindo o sinal ~ de (3) 
pelo sinal = , multiplicando ambos os membros da igualdade por 
coskx e senkx, respectivamente, e integrando ambos os membros 
entre os limites (0, 2 x). 

Assim, a singularidade de Du Bois-Reymond põe em evidên
cia que para obter o integral duma função susceptível dum certo 
desenvolvimento em série só podemos integrar, com segurança, 
termo a termo, quando a série seja uniformemente convergente. 

A singularidade de Lebesgue mostra que a convergência uni
forme duma série de termos contínuos é condição suficiente, mas 
não necessária para que a soma seja uma função contínua. 

Veremos nesta dissertação, como podem construir-se funções 
contínuas, com relação às quais se apresentam aquelas singulari
dades. 

Dirichlet estabeleceu condições suficientes, para que uma 
função seja susceptível dum desenvolvimento convergente em série 
de Fourier. 

As condições de Dirichlet foram generalizadas, conduzindo 
a critérios de convergência aplicáveis a classes extensas de fun
ções, critérios que apresentam aspectos diferentes, conforme esta
belecem hipóteses sobre/(JC) no intervalo (0, 2 - ) , ou simples
mente estabelecem essas hipóteses na vizinhança dum ponto do 
intervalo. 



71 

Dão assim lugar a conclusões sobre a convergência em todo 
o intervalo, particularmente sobre a convergência uniforme, ou 
conduzem a resultados puramente locais. 

Não faremos uma exposição completa sobre séries de Fou

rier. Limitarnos hemos a considerações que nos conduzem a alguns 
critérios de convergência, sendo nosso fim principal apontar as 
irregularidades e mostrar a vantagem, que existe na aplicação dos 
métodos, que expusemos para obter somas no sentido genera

lizado. 

Uma função soma duma série de Fourier é evidentemente 
periódica, e de período 2 , o que não quer, porém, dizer 
que sò possamos definir por séries de Fourier funções desta 
natureza. 

Com efeito, empregamse estas séries para de finir/////fîtes arbi

trárias, isto é, funções cuja maneira de ser num certo domínio, 
qualquer que este seja, não arrasta qualquer restrição relativa 
à sua determinação fora desse domínio. 

Seja f(x) uma função definida no intervalo (a, b), tal que 
coincidam os seus valores inicial e final. 

A mudança de variáveis, correspondente à fórmula 

transforma/(x) numa função f(JCJ, definida no intervalo (0 ,2) 
e que neste intervalo toma os mesmos valores de/(jc). 

Esta função pode seguidamente substituirse por outra de 
período 2  , que no intervalo (0 ,2  ) tome os mesmos valores 
da primeira. 

A série de Fourier que defina esta função periódica, define 
a função proposta no intervalo (a, b). 

Se fôr /(a) ■$. f(b), a substituição de <?(*,) por uma função 
periódica pode ainda fazerse, coincidindo os valores da nova 
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função com os da primeira, quando são excluídos os extremos do 
intervalo. 

A função periódica, que é de facto aquela que se desenvolve 
em série de Fourier, em geral, apresenta descontinuidades nos 
pontos 2kx [4 = 0 , 1 , 2 . , . ] , e a série de Fourier que a defina, 
define a função proposta no intervalo (a, b), desde que sejam 
excluídos os extremos. 

Nós colocamo-nos, em geral, no campo seguinte: 

1.° / (x ) é uma função periódica de período 2 K. 

2.° f(x) é uma função absolutamente integrável, isto ê, tal 
que \f(x) | seja integrável. 

II —CRITÉRIOS DE CONVERGÊNCIA 

29) Estabelecido o desenvolvimento (3), para deduzir con
dições de convergência, vamos somar os n+\ primeiros termos 
e ver quando a expressão obtida tende para o limite f(x), cres
cendo n indefinidamente. 

Consideremos juntamente com a série de Fourier correspon
dente a f(x) a chamada série conjugada 

(4) / (bkcoskx— aksenkx) , 
í 

que se obtém permutando os coeficientes ak e bk, e substituindo 
A- por — x, e representemos por Sn e Sn as somas de ordem n 
das duas séries. 

Temos: 
n 

n 

A = l 
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Como a função admite o período 2-, podemos escrever 
n 

S„ = - J _ _ [ - + J cos kl] f(x + / ) , / / 
* = 1 

n 

* = 1 

ou, decompondo cada integral em soma de dois integrais, em 
que a diferença entre os limites seja ~ e, mudando t em —t nos 
integrais de limite inferior — «, 

i r 1 1 i 

n 

* = i 

Multipliquemos ambos os membros da segunda igualdade 
pela unidade imaginária e somemos as duas membro a membro: 

S„ + iSn = -Jo [ j + Jj («»* + '««*)--]/(*4-"0* + 

i r r i + - J o [y + 2 (fOS«-/SM*/)]/(.v-/)(//. 

Como é 
n 

I + ^ (cos kt + isenkt) = Y (coskt-\- isenkt) = 

2,<« + <><V_ , " _ , eO + l)«-cosh 
2 ( e " — l ) ll*tn\i 

sen(n-\-\)t _cos\( — cos (n -\-\) t 
TT.+-' 2sen\t 2 sen \ t 
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e mudando t em — t 

I ^ sen(n + \)t . cos \ t — cos (n -f \)t 
— T - / l l i / o n> ^ ^ * o t / « n» i — ^ » _ -, 

2 ZJ ' 2 SM i t 2sen\t 
* = i 

+ > (coskt—isenkt) 
* = i 

podemos escrever 

S«+';S« = U [/('+'>+/(x-/)] ^ « + 

í c* r T «« J / — cos (n -f i ) / 
i / / . 

Assim, temos, finalmente, para expressões das somas de 
ordem «, com relação às duas séries: 

^ $ [ / ( * * <>+/<*-<>] s«i(n + J ) í 
2 SÍ/I J / 

(5) < 
, 1 pit r -, COS ! / — COS (/1 + a) t 

s«=4J0 [WW-')] »HS, *• 
30) Condições de convergência. — Vamos procurar 

condições em que tenham lugar as igualdades: 

lim. S„r=f(X) 

(6) 
lim. S„=fl(x) = -- f \/(x + t)-J(x-t)]cote-tdt. 

Da igualdade que resulta do cálculo feito no último número 

n 
| rx ÍÍ/I ( n - i - J ) / I V" 

- + ^ ^ ^ - - 2 sen l 1 
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deduzse que é 

(7) i^irájiMu] 
* Jo 2sen\l 

Subtraindo, membro a membro, a primeira igualdade (5) 
e equela que se obtém multiplicando ambos os membros de (7) 
por/(x) e atendendo às segundas igualdades (5) e (6), vem repre

sentando por Rn e Rn as diferenças/(x) — Sa efl(x) — Sa: 

«iir[/(,+o/(»oi^î±iii*. 
■l Jo L J Zsen\t 

As séries convergirão para/(x) e/^jc), quando fôr possível 
fazer corresponder a qualquer número positivo 3 um número N, 
tal que seja: 

Kl <\ e K l <» 
para 

n>N. 

A convergência será uniforme num intervalo, quando N fôr 
independente dos valores que toma x no intervalo. 

Para achar classes de funções susceptíveis de darem origem 
a séries de Fourier convergentes, tornase, portanto, necessário 
estudar os integrais (8). 

Para facilitar a exposição, começaremos por estabelecer alguns 
lemas. 

31) 1.° Seja y(x) uma função continua num intervalo (a, b). 
Os integrais 

J b pi 

<p (x) sen Itxdx , /' = <p (jr) cos kx <tx 
tendem para o limite zero, quando k cresce indefinidamente. 
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Como a demonstração é a mesma para os dois integrais, limi-
tamo-nos a considerar o primeiro. 

Efectuando a mudança de variáveis definida pela fórmula 

vem: 

k 

, * - * 

* 
e 

2/==/fl [*^~*(x + f0 ]^ k x d x ~ j x f (* + -) senkxdx + 
1 

+ I _ <p í x-\ \ senkxdx . 

Em virtude da continuidade de <f(x), todos estes integrais 
tendem para zero com - , sendo, portanto, como pretendíamos 
demonstrar: 

lim. / = Iim. ^ = 0 . 

2.° O mesmo teorema subsiste, quando <?(x) apresenta um 
número finito ou infinito de descontinuidades, desde que seja absolu
tamente integrável. 

Com efeito, representemos por B e E', respectivamente, con
juntos formados pela soma dos intervalos, compreendidos em (a, b), 
onde tp(jr) seja contínua e apresente descontinuidades. 
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Como tp (x) é absolutamente integrável e, portanto, integrá
vel, podemos escrever: 

<f(x)senkxdx = <p (x) sen kxdx f \ <? (x) sen kxdx, 
Ja Jm J (/■;•) 

sendo E um conjunto de medida nula (1). 
Ora, qualquer que seja o número positivo e, teremos: 

f I <P W dx<

e, portanto 

(K') 
<p {x) sen kxdx < 

representando k um número arbitrário. 
Por outro lado, como ip (x) é contínua em E, para k superior 

a um número fixo kt, convenientemente determinado, vem: 

y (x) sen kxdx < — . 
(E) 2 

O teorema está demonstrado, porque para k>k é: 

J a 
sen kx dx < £ . 

Observação. — O teorema tem aplicação, em particular, 
quando se trate duma função de variarão /imitada. 

As funções de variação limitada podem apresentar uma infi

nidade de pontos de descontinuidade de primeira espécie, consti

(1) Chamamos conjunto de medida nula um conjunto cujos pontos podem 
enccrrnrse num número finito ou numa infinidade numerável de intervalos, de 
comprimento total tão pequeno quanto se queira. 
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tuindo um conjunto de medida nula e são absolutamente inte
gráveis (1). 

3.° Se suposermos variáveis os limites (a, b), num domínio em 
que cp (x) seja absolutamente integrável, a convergência para zero dos 
integrais ( 9 ) é uniforme. 

Com efeito, como I a (x)'| dx é uma funçáo contínua de a 
J a 

e b, e os integrais (9), dependentes do parâmetro k, variam menos 
rapidamente com os limites, sáo estes funções uniformemente con
tínuas das mesmas variáveis. 

Como para cada sistema de valores (a, b) convergem para 
zero, a todo o número positivo 3 podemos fazer corresponder um 
número kit independente de (a, b), tal que seja para k>k1 

I <p (JT) senkxdx < 8 , 
J a 

ficando o teorema demonstrado. 

Mais geralmente, convergem ainda uniformemente para zero, 
\ com - os integrais 
k 

J tp (x0 + x) sen kx dx e I <? (x0 -\- x) cos kx dx , 
a J a 

desde que a variável t = x0 + x não ultrapasse o domínio em que 
a função seja absolutamente integrável. 

Na verdade, o primeiro integral, por exemplo, é igual à soma 
dos dois integrais seguintes, que convergem uniformemente para 
zero: 

pà+x» pb + *o 
cos kx0 <f(l) sen kl dl —sen kx0 I <p (/) cos kl dl. 

(1) Ver, por exemplo, Leçons sur Vintégration et la recherche des fonctions 
primitives, Henri Lebcsgue, pdg. 49 da 2." éd. 
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4.° Continuando a supor (a, b) variáveis, mas de modo que 
t=x0 + x não exceda o domínio em que <p seja absolutamente inte

grável, os integrais 

pé , r>b 
A = <f [x0 + x) ty {x) sen kx dx e Jt = <f (x0 +x) ■!? (x) cos kx dx 

J a J a 

convergem uniformemente para zero com  , se ty (x) (dependente ou 

não do parâmetro k) fôr uma função que admite uma derivada con
tinua. 

Com efeito, integrando por partes o primeiro integral, vem: 

/ i  W f W  J * ti(x)V(x)dx, 

pondo 

¢ (  0 = 1 f (xQ\x) sen kx dx , 

Como <I>(*) tende uniformemente para zero com  , o mesmo 
acontece a flt como desejávamos demonstrar. 

32) Das proposições do número anterior deduzemse, ime

diatamente, dois teoremas importantes de Riemann: 

a) As constantes de Fourier relativas a uma função f(x), abso

lutamente integrável, tendem para zero com  . 

b) A convergência, num ponto x, da série de Fourier, corres

pondente a f(x), absolutamente integrável, apenas depende da forma 
desta função na vizinhança do ponto. 
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Com efeito, deduz-se de (5): 

z 5«-J £ — ^ r p — « « ( « + 2 ) / * + 

, f / U + /)+/(x-/) / ' . ' i i ' . i . -+- ; s«i I n+—J t it, 
Jo 2 sen $t V 2 / 

Como o primeiro integral tende para zero, quando n cresce 
indefinidamente, qualquer que seja o número positivo e, 5 ten
derá para um limite, quando tender para um limite o último 
integral. 

O teorema que subsiste, como é evidente, para a série conju
gada, está demonstrado, porque £ é tão pequeno quanto se quiser. 

33) Critério de Riemann-Dini. — As expressões de Rn 
e R'n, escritas no n.° 30, correspondentes a uma função absoluta
mente integrável, de período 2~, podem tomar a forma 

pondo 

<f{t) = Z/(x)-[/(x-\-t)+/{x-t)] 

* (O - / ( * + <)- /(*- ' ) . 

Como a função I — 1 admite uma derivada conlí-
L / 2 sen }, t -' 

nua, o 4.° lema do n.° 31 mostra-nos que os segundos integrais 
que entram nas expressões de Rn e Rn são infinitamente pequenos 

I com —. 
n 
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Assim, atendendo aos primeiros lemas do mesmo número, 
podemos enunciar o critério de convergência: 

A série de Fourier duma função, absolutamente integrável, con
verge para f(x), quando existe o integral 

do) flSHÍi;. 
Jo I 

representando por e um número positivo. 

A série conjugada converge para f (x), quando existe o integral 

Jo / 

Estabelecendo condições a que deve satisfazer/(*) para que 
(10) e (11) sejam convergente?, obteremos classes de funções que 
conduzem a séries de Fourier convergentes, sendo importante notar 
que a existência de (10) pode ter lugar quando <p(if) tenda para 
zero com /, isto é, num ponto regular de / (*) , e a existência de 
(11) quando fôr f(x + 0)=/(x-0). 

Nesta ordem de ideias, teremos: 

O critério de Riemann-Dini é satisfeito se f(x) fôr Lipchitziana 
de ordem « > 0, no ponto x, isto é, se fôr 

\f(*+:tj-f(x)\<K\t\*, 

representando K uma constante positiva. 

Particularmente, a série de Fourier e a série conjugada conver
gem, se f(x) admitir derivada. 

34) Critério de Jordan. —A série de Fourier duma função, 
absolutamente integrável, converge para f(x) em qualquer ponto regu-

i 
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lar do domínio em que a função seja de variação limitada. A conver

gência ê uniforme no domínio interior àquele em que a função de 
variação limitada seja contínua. 

Com efeito, como f(x) é de variação limitada na vizinhança 
do ponto x, também o é <p ( t) no intervalo ( — s, f e ) e esta função 
tende para zero com t, porque consideramos um ponto regular. 

<f(t) será, pois, a diferença de duas funções positivas, não 
decrescentes, que podem ser escolhidas de modo que sejam nulas 
para t=0. 

Assim, pondo 

? ( 0 = < ? i ( ' )  < f 2 ( 0 . 

para demonstrar que, mediante as condições impostas, Rn tende 
para zero com  , basta considerar o primeiro integral da expres

são escrita no número precedente, substituindo o limite superior 
por e e tp(<) por qualquer das funções do segundo membro da 
igualdade. 

Teremos, aplicando o segundo teorema da média e represen

tando por £j um número compreendido entre 0 e E: 

(•3 sen(n + \)t . Ç° sen{n + \)t ,. 
Jo l JEJ Í 

„(1+1)« 
. . r a ' sent 

Ora, por maior que seja n, é: 

f(" + 2' £ sent J ± f* sent M 
—7 dt < ——■ dl 

independentemente dos valores de E e Et, porque o primeiro inte

gral é a diferença de dois integrais análogos, ambos positivos 

t 
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e inferiores ao do segundo membro da desigualdade, como se 
reconhece escrevendo um deles sob a forma 

e notando que as parcelas em que se decompõe são decrescen

tes em valor absoluto e alternadamente positivas e negativas. 
Resulta, portanto, que é: 

• 'n t 
dl < * ? i ( e ) 

Como <pj tende para zero com e, a todo o número positivo 3 
podemos fazer corresponder um número r\, tal que seja 

* J0 I <ò 

quando fôr S<Y], ficando estabelecida a convergência da série de 
Fourier, em qualquer ponto regular. 

Se /(■*) Jàr continua o mesmo tem lugar para <?(/), que será 
a diferença de duas funções contínuas, não decrescentes, que 
tendem uniformemente para zero, com /. 

No domínio interior ao intervalo de continuidade, v; não 
depende de x e a convergência da série é, portanto, uniforme. 

Vése também, que a série conjugada converge uniformemente, 
quando a função f(x) jôr de variação limitada e contínua. 

Observação. — O critério de Jordan exige que a função seja 
de variação limitada, e nós concluímos a convergência da série 
para/(jc), em qualquer ponto regular. 

Porém, uma função de variação limitada pode apresentar 
descontinuidades de primeira espécie, não regulares. 
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Para estes pontos a série ainda converge, mas a sua soma 
não é igual ao valor da função, mas sim igual a 

/ U + O H / U  O ) 

35) Fenómeno de Du BoísReymond e Gibbs. — 
Notemos que para uma função de variação limitada, a convergên

cia uniforme da sua série de Fourier só ficou estabelecida para 
um domínio interior ao intervalo de continuidade. 

O estudo da série de Fourier duma função de variação limi

tada, na vizinhança dum ponto de descontinuidade dá origem ao 
chamado fenómeno de Du BoisReymond e Gibbs, que vamos pôr 
em evidência com um exemplo. 

O exemplo de Qibbs corresponde à função de variação limi

tada, de período 2 i , que no intervalo (0,2::) toma os mesmos 
valores que a função —y X 

O valor zero corresponde a um ponto de descontinuidade de 
primeira espécie, para esta função, pois que temos: 

V(0 f 0 ) = | = / ( 0 ) e / ( 0  0 ) =   ^ . 

A série de Fourier, correspondente à função proposta, 

.... sen x . senlx . sen nx . 
\\i) ■ — ( (  . . .  )   f . . . , 

converge uniformemente para o valor da função, no intervalo 
( E , 2 I  E ) , sendo i positivo e menor que 2r , e para x = Q 
ainda a série é convergente tendo uma soma nula. 

Vamos mostrar que a convergência na vizinhança do ponto 
zero não é uniforme. 

Temos para qualquer valor de x do intervalo (0, r.) 

Sn (x) = f [ cos t + cos 2/ + . . . + cos n<] dl = 

(■*[ I un{n + \)f\ _x_ P* senjn + pt ^ 
Jol 2 2sen\t \ ' ~ 2 "*" Jo Zsen\l 
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e, com as mesmas notações do n.° 30 

t Jo 2sen\t 2 Jo ( 

+ fo[l2^]Sen{n + ̂ lílí = 
% r{n + \)x sen t ?x T I 1 1 

=
2J0 ~

dl
+S0h-T^h"^+^""-

O ultimo integral escrito tende uniformemente para zero com 
1 « , 

porque J — J^^ït e " m a função continua. Representemos por ij 
este integral, e fixemos um valor de n. 

Os valores de x que correspondem a máximos ou mínimos 
de Rn(x) no intervalo (0, x) são: 

2 / i c 

' 2/i + t ' 

sendo / um inteiro menor ou igual a /2. Os valores ímpares de i 
dão os mínimos e os valores pares os máximos. 

Para estes pontos é: 

Paçamos, por exemplo, / = 1 e dêemse valores crescentes 
a n. Os valores sucessivos de x = —^— aproximamse de 0, e R 

2/1 + 1 " 
não tende para zero com  , mas para o valor finito e diferente 
de zero 

w:^< ■ 
A convergência da série ( 12 ) não é, portanto, uniforme, na vizi

nhança do valor 0. 

^ 



86 

O mesmo se podia verificar, para os pontos x = 2k% 
[A = 0 , I , 2 . . . ] . 

Considerando a curva, que tem por equação y = Sn(x), vê-se 
que ela oscila para um lado e outro da recta y = ^--—, no inter
valo (0,2~). Estas oscilações amortecem-se uniformemente, no 
intervalo (e, 2r.~ e), quando n cresce indefinidamente. Porém, 
nos pontos — ficam superiores a um limite fixo, indo acumu-

r 2/2 + 1 r 

lar-se nos pontos de descontinuidade, quando n cresce indefinida
mente. 

É este modo de convergência de Sn(x) para f(x),e o facto de 
existir uma diferença finita entre S (x) e o valor da função na vizi
nhança dos pontos de descontinuidade, que constitui o fenómeno de 
Du Bois-Reymond e Gibbs. 

I l l — SlNQULARIDADES DE SÉRIES DE FOURIER 
DE FUNÇÕES CONTÍNUAS 

36) Segundo o critério de Jordan as funções contínuas, de 
variação limitada, dão origem a séries de Fourier uniformemente 
convergentes. Mas, há funções contínuas, que num certo intervalo 
admitem um número infinito de máximos e mínimos e, podem ser 
por isso de variação não limitada. 

É a funções deste género que devemos dirigir-nos para pôr 
em evidência as singularidades de Du Bois-Reymond e Lebesgue, 
referidas no n.° 28. 

La Vallée Poussin dá uma forma de construir funções desta 
natureza e é o seu método que vamos seguir. 

Considerando a soma de ordem n da série (12) e represen-
lando-a por <?(n, x), teremos: 

, , . . ( sen x . sen 2x sen nx \ 
2o(n,x)senmx = l I 1 — 4- . . . -\ ) sen mx , 

\ I 2 n ) 
onde supomos o inteiro m>n. 
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Temos uma função de x, par, contínua, de período 2r, que 
conserva um valor inferior a um número fixo A, quando n e m 
crescem indefinidamente. 

A série de Fourier desta função é uma série de cosenos, 
limitada, que facilmente se obtém. 

Com efeito, é: 

n 
2 |4K, 2 fl " V sen ri sen ml . . 

"*
=
ïj„ £ — 

r = 

4JTÍ 
n 

1 r** ^ cos (rn — r) t — cos (m \ r) l 
cos hl dl, 

OU 

lo t j r 
r = l 

ak = Q para 
k < m — n 

k>m\n 

I 1 _ 1 
amn — ~ > 0 mn + l — j j 3 J i ' • • °m l — T i am ~ ° » 

_ i ' « 
"m + l  ~ | » am\S — ~ 2 * ' " "m+n "~ • 

A série de Fourier é, pois: 

1 n 
cos(m — r) x ^i cos ( m \ r) x 

(13) % " " "  " «  % 
/ ■ = 1 

A série conjugada 

1 n 
(14) P « a ( «  f ) y y sen (m + r)x 

r~n 

é a série de Fourier da função ímpar 2'f(n, x)cos mx, que goza 
das mesmas propriedades referidas para 2<f(n,x)seninx. 
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Estas duas funções vão entrar na formação das funções con

tínuas, cujas séries de Pourier apresentam as singularidades apon

tadas. 
Notemos que sendo Hm. y (n,x) senmx = ^—senmx, para 

x$2kK, a função de período 2T. que no intervalo (0, 2z) toma os 
mesmos valores que —senmx, quando m seja finito, é contínua 
e de variação limitada, quer dizer, pelo facto de multiplicarmos 
z~~* por senmx, desapareceram as descontinuidades notadas no 
último número. Mas, a função considerada, quando m cresce além 
de todo o limite, apresenta um número infinito de máximos e 
mínimos e, então, pode deixar de ter uma variação limitada. 

A função de período 2r, que no intervalo (0 ,2 ) toma os 
mesmos valores que  ~~ cos rnx, contínua a apresentar desconti

nuidades, e pode deixar de ser de variação limitada, quando m 
cresce indefinidamente. 

Façamos o estudo das singularidades, que correspondem nas 
séries (13) e (14) aos factos apontados: 

1.° O valor absoluto da soma dum grupo qualquer de (ermos 
consecutivos (soma parcial da série) de (13) e (14) conservase infe

rior a um número L, que somente depende de e, desde que x pertença 
ao intervalo [2Ax+e, 2kr.\{2z — e ) ], onde representamos por s 
um número positivo e por k qualquer dos números 0 , 1 , 2 . . . . 

Com efeito, qualquer soma parcial das séries, que tratamos, 
pode representarse por combinações lineares de 

s s 
^i cos (m f r) x ^ sen (m f r) x 

2r —— e L — } — > 
/■=1 r = i 

desde que convencionemos supor que m e x podem ser positivos 
ou negativos. 



89 

Ora, como o valor absoluto de qualquer destas expressões 
não pode exceder 

cos(ffl-j- r) x-\- isen (m-\- r)x eHm + r)x 

< "(Xï) ( ' ÏO<0 
2 /sen — 

2 
OU 

cos (m - j - r) x -f- isen (m + r) x 
r < 

1 
X 

sen — 
< 

I 
< 

1 
X 

sen — 
< 

sen — 
— L 

fica demonstrada a proposição. 

2.° Na série (13) existe uma soma parcial, que cresce indefini
damente com n, para x = 2k~. 

Na verdade, pondo x = 2k- no segundo somatório que apa
rece em (13), vem: 

2W>H>+...+r>>rT-><-
r=X 

3.° Na série (14) existe uma soma parcial que não tende uni
formemente para zero, quando x tende para 2k~. 

Com efeito, ponhamos x = 2kz + -^-, no primeiro soma-
2 m * 

tdrio, supondo /// infinitamente grande. 
P c ser -\<~, temos: 

" sen\ 
V 2 '" V 

« C 0 S ^ i n , _ £ * 
« 2 V m 2 x 
_ - > ^ — — - > i 0 f „ - -

r = l 
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37) Feitas estas considerações, vamos construir funções 
contínuas, a que correspondem séries de Fourier, que divergem, 
ou que não convergem uniformemente. 

Seja a1 + a2 + as\ ... + an +... uma série convergente, de 
termos positivos. 

Sejam by, b2, ... bn, ... ; cx, c2,... cn,... duas sucessões infi

nitas de números inteiros e positivos, que crescem com o índice, 
sendo cn > bn. 

As séries de termos contínuos 

(15) /(*) '= £ *«J(?**)*■■(<»*) 

(16) / i (v )= J] °*T'(*«»'*)«»(««*) 
1 

il 

são uniformemente convergentes, porque os valores absolutos dos 
seus termos são menores que os,da série convergente de termos 

constantes e positivos A\'aM. 
i 

As suas somas f(x) 9ft(x) são, portanto, funções contínuas. 

Suponhamos que fazemos crescer indefinidamente bn, de modo 
que a logbn cresça também indefinidamente com n. 

c cresce do mesmo modo além de todo o limite, e nós pode

mos ainda fazêlo crescer tão rapidamente que seja 

^  ^ ^  1 + ^  1 . 

As séries de Fourier de / e / , obtêmse escrevendo sucessi

vamente os desenvolvimentos de Fourier dos diferentes termos 
de (15) e (16). 
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A condição necessária e suficiente para a convergência 

I sn+p-s„ I < s , para n> N, 

qualquer que seja/?, não pode realizar-se, para x = 2kz, na série 
de Fourier de/(*), porque esta tem somas parciais com as mesmas 
propriedades das de (13). 

A série de Fourier de / , (*) é, evidentemente, convergente 
para x = 2k-, porque tem uma soma, que é zero. Porém, na 
vizinhança daquele ponto a convergência não pode ser uniforme, 
porque a série tem somas parciais como as de (14). 

Assim, as séries de Fourier das funções f(x) e f^x), que são 
séries conjugadas, apresentam, respectivamente, as singularidades de 
Du Bois-Reymond e Lebesgue. 

Facilmente se vê, que estas séries são uniformemente con
vergentes no intervalo [2kx + e, 2kr. + {2% — e)]. 

Com efeito, as somas dos m primeiros termos destas séries, 
qualquer que seja m, são iguais às somas dum certo número de 
termos de ( 15 ) ou ( 16 ), que tendem uniformemente para um limite, 
quando m cresce indefinidamente, e de somas parciais de (13) 
ou (14) multiplicadas por constantes, que convergem uniforme
mente para zero. 

Exemplo. — Às funções contínuas 

/ ( • v ) = | ; ^ 9 ( 2 « . 3 x ) - ( 2 ' « + ')3 , ) 
í 

i 

correspondem séries de Fourier com as singularidades de Du Bois-
-Reymond e Lebesgue, porque — log 2" cresce indefinidamente 
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IV —SOMAS DE FËJÉR 

38) Do que foi exposto conclui-se que o emprego de séries 
de Fourier exige o maior cuidado, e que o estudo das condições 
de convergência é delicado. 

Não é possível, com generalidade, definir uma função contí
nua pela sua série de Fourier, se nos limitamos a considerar séries 
convergentes. 

Se uma função, absolutamente integrável, apresentar descon
tinuidades de primeira espécie, a sua série de Fourier pode con
vergir nestes pontos e a convergência pode ser uniforme num 
certo intervalo, que não contenha as descontinuidades.' ' 

O fenómeno de Du Bois-Rtymond e Gibbs mostra, porém, 
que a soma dos n-\-\ primeiros termos pode não estar com
preendida entre o mínimo e o máximo da função, e que nos 
pontos de descontinuidade Um. Sn se afasta do valor da função. 

Vamcs' ver que o primeiro capítulo deste trabalho tem nas 
séries de Fourier um belo campo de aplicação, porque a teoria 
nele exposta permite-nos empregar séries de Fourier, com uma 
generalidade muito superior àquela que se obtinha, considerando 
somente séries convergentes. 

É a isso que nos conduz o teorema seguinte: 

A série de Fourier duma função absolutamente integrável, de 
período 2z, é somável (C, 1), em todo o ponto em que f(x) admite 
um valor limite à direita e um valor limite à esquerda. A sua soma 

v s , / ( * + 0)+/(*-0) generalizada é . 

Representemos por on a soma de ordem n de Fejér, que 
corresponde segundo as notações do n.° 6 a C^_i: 

Vhs, + ... + s,_, 
°„ = = 

n - i 

* = 0 
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Como é: 
n—l «—1 

1 v 1 , , V <""s kl — cos ( * 4 1 ) l 1 — cos nl „ n 

—'ï'S —<* + *>'—S— 2 Ï — ^ 1 '  ' 
A = 0 A = 0 

vem, fazendo a substituição e mudando / em 2 /, o integral de Fejér: 

Pretendemos demonstrar que é 

/ (* + 0) + / ( v  0 ) 
hm. a n = . 

Pondo f(x) = \, qualquer soma de Fejér é igual à unidade, 
resultando: 

n : J 0 \ sent I 

Multipliquemos ambos os membros por 
e subtraiamos, membro a membro, (17) e a igualdade resultante. 

Vem : 

/ (* + 0 ) + / ( *  0 ) 2 pT'■_■ isenntX* 2 f 8 , t sennt\* .t 

' o 

representando por <{;(/) a diferença 

/(x + 2Q+/ ( * 2Q /(x + 0 ) + / ( *  0 ) 
2 2 

ou, designando por / o último integral e por s um número posi

tivo arbitrário, 
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Como as duas primeiras parcelas tendem para zero com - , 
porque os integrais têm sempre um valor finito, é 

lin, /=llm. \±rm(VL!!l)\tl 

Ora, como em virtude das hipóteses do teorema é | '£(/) | <8 
(número positivo arbitrário), quando t fôr escolhido suficiente
mente próximo de zero, podemos fixar z de modo que seja res
peitada esta condição no intervalo (0, e), vindo para valores de n 
suficientemente grandes 

M<^(")'- !TÍ'(T)''.' 
e 

Un,. | / | < ^ f ( ^ ) ! « « < ò , 

atendendo a que é 

a tende para o limite que foi referido e está, portanto, 
demonstrado o teorema. 

Corolários. — 1.° Em qualquer ponto regular da função é 
lim.on=f{x). 

2.° Em todo o intervalo interior ao intervalo de continuidade o;| 

converge uniformemente paraf(x). 

Podemos, pois, sempre definir uma funç3o contínua pela sua 
série de Fourier, desde que se considere a soma generalizada 
Um. o. 
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39) Teorema de Weierstrass. — É interessante notar, 
que obter as somas de Fejér equivale a substituir a série de 
Fourier pela série 

'o + ^ K - 3 , , - ! ) . 
n = l 

cujos termos ião expressões trigonométricas finitas da forma 

°o "f" ai cos x + í*isen x + ai cos 2x-\-^ sen 2x -{-... -\-

+ «„-iCOs{n- \)x+$n_lSen(n — \)x, 

que é uniformemente convergente, se a função correspondente fôr 
contínua. 

Daqui se deduz como aplicação interessante um teorema 
notável de Weierstrass: 

Uma função contínua de período 2 r. pode desenvolver-se em série 
uniformemente convergente de expressões trigonométricas finitas. 

Uma função continua num intervalo (a, b) pode desenvolver-se 
em série uniformemente convergente de polinómios. 

A primeira parte é uma consequência imediata do que ficou 
dito. 

Para demonstrar a segunda parte, observemos, em primeiro 
lugar, que obter o desenvolvimento duma função em série unifor
memente convergente de expressões trigonométricas ou polinó
mios, e determinar expressões trigonométricas finitas ou polinó
mios, que representem a função com uma aproximação tão grande 
quanto se queira, independentemente dos valores da variável, são 
questões equivalentes. 

Com efeito, seja: 

uma série uniformemente convergente. 
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É possível fazer corresponder a todo o número positivo 3 
um número N, independente de x, tal que, para n>N, tenhamos 

| / ( . t ) - S „ ( * ) | < S . 

Sn, soma de n expressões finitas, é uma expressão finita, cujo 
desvio & f(x) é tão pequeno quanto se queira. 

Reciprocamente, suponhamos que por meio de expressões 
trigonométricas finitas ou polinómios realizamos a aproximação 
da função, tão grande quanto se queira, independentemente de x. 

A uma sucessão infinita de números positivos, tendendo para 
zero 

é possível fazer corresponder uma sucessão infinita de expres
sões PQ, Pl . , . Pn ,,. , cujos desvios com relação a f(x) são 
inferiores a s/ [J' = 0, 1 . . . n .. . ] . 

Então, a série 

H*)=^0+(^-^)+(p»-K) +.... + ( ^ / , - ^ -1 ) + ••..;, 

cujos termos são expressões trigonométricas finitas ou polinómios, 
é uniformemente convergente. 

Seja então f(x) uma função contínua em (a,b). 
O intervalo arbitrário (a, b) pode reduzir-se ao intervalo 

(— 1, + 1 ), empregando a substituição linear 

x = a—- \- b——— . 
.2 2 

Assim, sem que seja modificada a generalidade, podemos 
supor/(x) definida no intervalo ( —1,-fl) e, pôr x — cos <p. 

A função /(cosep) é uma função par, de período 2-, contí
nua, cujo desenvolvimento de Fourier dá origem à soma de Fcjér 
an, de desvio a/(cosy) tão pequeno quanto se queira. 
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Os têrmos da série contêm somente co-senos e assim é: 

°n = ao + aicos f + <*2 cos 2 9 + . . . 4- an_1cos(n— l)<p . 

Como ros^tp é um polinómio do grau k em cos tf, que pode
mos representar por Pk(cos<?) = Pk(x), temos também que on se 
pode substituir pelo polinómio 

«b+Ô, P, (.v) + B , ^ (*) + . . . + <*,,_, Pn_l (,•) , 

ficando, portanto, demonstrado o teorema, em consequência da 
observação feita. 

40) Já pusemos em evidência a utilidade das somas de 
Fejér, quando se pretende obter a aproximação duma funçáo con
tínua, por meio de expressões trigonométricas finitas. 

Debaixo do mesmo ponto de vista é ainda notável o teorema 
seguinte: 

$e f{x) fôr limitada e integrável, tendo por extremos superior 
e inferior l e L, a soma de Fejér, a(, ficará sempre compreendida 
entre l e L. 

Temos, com efeito: 

— * 
21 r 2 ( senntv* 2L f 2 / sen nt \-

Vem, pois, como pretendíamos demonstrar, atendendo a (18); 

t<°„<L . 

Como vimos, (fenómeno de Du Bois-Reymond e Qibbs) as 
somas de Fourier, Sn, nâo gozam, duma maneira geral, da mesma 
propriedade. 

8 
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Com relação a estas, apenas podemos afirmar, continuando 
a tratar de funções limitadas e integráveis: 

Se os módulos dos produtos das constantes de Fourier pelos seus 
índices se conservarem sempre inferiores a dois números fixos A e B, 
5 / i_1 estará compreendida entre l—(A + B)eL + (A + B). 

Com efeito, pondo na série de Fourier correspondente à 
função uk = akcoskx-\-bksenkx, temos: 

°n= » = * „ _ , - - ( « , +2« , * ... + ( « - D «„_,) . 

Como é, em virtude da hipótese, k\uk\<A +B, resulta; 

OU 

- (A + / i )< on - sn_, < A + n, 

ou ainda, como pretendíamos demonstrar 

/ - (A + fí)<Sa_l < L + (A + B). 

Este teorema aplicado, por exemplo, à função considerada 
no n.° 35 mostra que Sn_l está compreendida entre os limites 

V—FUNÇÕES DEFINIDAS POR SERIES DE FOURIER 

41) Sabemos que, sendo dada uma função absolutamente 
integrável, é fácil obter o seu desenvolvimento de Pourier e, com 
bastante generalidade, do exame da função concluímos a natureza 
da série. 
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Apresenta-se-nos, porém, ainda um problema interessante, 
que vamos expor: 

Seja dada uma série trigonométrica, convergente, 

( 1 9 ) — a0 -f- / ok cos kx -f bk sen kx , 
k-i 

em que ak e bk representam constantes. Esta série define uma função 
limitada de período 2 x, que pode ser integrável. 

Suponhamos que se trata duma função limitada e integrável, no 
sentido de Riemann. 

A série trigonométrica será o seu desenvolvimento de Fourier 
e sendo assim, não poderá este corresponder a outra função ? 

Ou, por outras palavras : 

Existirá uma correspondência bi-univoca entre uma série trigono
métrica da forma (19), convergente, e uma certa função limitada , 
c integrável? 

42) Se a série fôr uniformemente convergente, a sua soma 
é uma função contínua, e como a série pode ser integrada termo 
a termo depois de a multiplicarmos por seno ou coseno dum 
múltiplo de x, facilmente concluímos que é a série de Pourier da 
função. 

Temos mais: 

Duas funções contínuas de período 2 r , que conduzam ao mesmo 
desenvolvimento de Fourier, são idênticas. 

Com efeito, sejam f(x) e ?(*) duas funções, que obedecem às 
co idições do enunciado, e representemos por 5 a soma dos/z-f 1 
primeiros termos da série. 
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Temos: 

Jo v-s*\dx=L <-dx-2í " . * + / , s>> 

J0
 /s«<fcs=sy + 2jJ0 (•*«"'+»*«»*')/* = 

l 

„2 » 
f o- °ô v r2x / \2 

j o
 s«</-í = " y + 2JJ0 («*««**+ *»«»**) </* = 

i 

=4T + É < " ' + " Í ) ] -
Resulta pois: 

2 

e fazendo crescer a indefinidamente 

n>-tf'*-r>^[í*ÊM+*>i. 

i 

por estarmos a considerar um desenvolvimento uniformemente 
convergente. 

Ora, como à função f— cp corresponde um desenvolvimento 
de Fourier de constantes todas nulas, vem: 

donde se conclue que é/=<f, como pretendíamos demonstrar. 
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43) A igualdade (20), estabelecida na demonstração do 
último teorema, não exige a continuidade da função, nem a con
vergência da série. 

Exprime uma condição necessária para que o desenvolvimento 
trigonométrico (19), somrível (C, 1 ), que define uma função limitada 
e integrável/(x), seja o seu desenvolvimento de Fourier. 

Na verdade, sef(x) fôr limitada e integrável, o mesmo se dá 
com / (x). Temos então, representando por Sn a soma dos pri
meiros n + l termos de (19), que supomos um desenvolvimento 
de Fourier: 

1 

Como / é positivo, vem qualquer que seja n: 

1 

e 

f + Z<«i+»;)<'-J>,. 
I 

Vamos mostrar que só podemos conservar o sinal de igual
dade. 

Com efeito, por ser/(.c) uma função limitada e integrável, os 
seus pontos de descontinuidade formam um conjunto de medida 
nula. f{x) é, pois, contínua no domínio (0, 2-) , excluindo inter
valos de medida total «, arbitrariamente pequena, e a soma de 
ordem n de Pejér, correspondente a (19) converge uniformemente 
para/(.x), fora destes intervalos. 

Ponhamos: 
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e é necessariamente positivo ou nulo, e vamos ver que supor s £ 0 
nos conduz a um absurdo. 

É possível fazer corresponder ao mesmo número sum número N, 
tal que seja 

1 r"r i2 

Jo [/(*)<]*<*.■ 
quando fôr n > N, porque a parte deste integral, que corresponde 
aos intervalos de continuidade é arbitrariamente pequena e isso 
mesmo se realiza nos intervalos de descontinuidade. 

Na verdade, como a( está sempre compreendida entre o 
máximo e mínimo valor da função limitada, representando por L 
o limite superior em valor absoluto, a parte do integral corres

pondente às descontinuidades não excede 4L"a. 
Ora, an é uma expressão trigonométrica finita, que podemos 

escrever com a forma: 

ao 
— + ulcosx+$lsenx\...^ aa_l cos (n — I ) x+ P„_1 sen [n — I ) x 

vindo 

i i 

Resulta, pois, substituindo z pelo valor que lhe foi dado ante
riormente: 

ou 

l (^+*n+^^2+i;[^^)2+(^^)M<o. 
/i+i i 



103 

Como esta igualdade constitui, evidentemente, um absurdo, 
a que fomos conduzidos por supor s > 0 , a igualdade (20) veri-
fica-se, pois, numa série de Fourier correspondente a qualquer 
função limitada e integrável. 

Deste resultado podemos imediatamente concluir um teorema, 
mais geral do que o demonstrado no último número: 

Duas funções f e <p, limitadas e integráveis, de período 2~, que 
nos conduzam ao mesmo desenvolvimento de Fourier, só podem deixar 
de ser idênticas em pontos que constituem um conjunto de medida nula. 

44) Para ficarem completamente tratadas as questões postas 
no n.° 41, resta-nos estabelecer que a série convergente (19), que 
tem por soma a função / (*) limitada e integrável, é a série de 
Fourier que corresponde a esta função, desde que se verifique a 
condição (20). 

Conduz-nos a este resultado um método somatório de séries 
trigonométricas, devido a Riemann que, como veremos, se pode 
incluir nos métodos somatórios regulares por factores de conver
gência. 

Suponhamos que as constantes ak e bh. são limitadas, o que 
se realiza, particularmente, quando tem lugar a condição (20). 

A função de Riemann: 

0 2 1 22 ifl ' 

definida pela série que se obtém integrando (19) duas vezes, 
termo a termo, e pondo A> = y > An = aacos-nx + bnsennx, é con
tínua, porque é soma duma série uniformemente convergente, de 
termos contínuos. 

O método somatório de Riemann consiste em determinar a 
função F(x), e em atribuir â série trigonométrica uma soma no sen
tido generalizado igual à derivada segunda generalizada daquela 
função. 
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A soma de Riemman é, pois: 

Hm 6?Fjx)= ,.m F(x+2*) + F(x2a)2FU) 
A = o h* 0 = 0 4o 2 

tendose 

&2F(x) I ( , ( ^ + 2 a ) 2 V f 7 * .■•'■' » . Í4 1 

 ^ = 1 7 ^ 2  ^  2 1 ^ ^ + ̂  + 1 ^ ^ + ̂  + 

ix — 2a\ 2 V Í" "i ft* T 

 2 ^ 4 + 22[£™**+£«***]J, 
OU 

(2D 1^ = ^ + ^ (  ) +*»( — ) +•■• + 

, [sen «a V, 

Assim, atribuir à série ( 19) a soma generalizada lim. A F(*) 

equivale a somar a série, empregando a sucessão de /adores de 

convergência l, (!2±\\, (*"£. ) * . . . . 

Estes factores de convergência, positivos, que pondo /■==

podemos designar geralmente por ?.(/) [ /=0, 1, 2 . . . ] , satis

fazem às condições do teorema de Perron (n.° 2). 
Com efeito, é evidente, que temos 

lim. ( ? , . = I f 
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e vamos também provar que é uniformente limitada a série 

o 

Escolhendo um inteiro n, de modo a satisfazer à condição 

" i « | < - < («+ I) | « | , 

resulta: 

Z l / W M « \ * / wi (/-f- I) g \8 | _ V I" /seniu^ /sen(i4-\)a\í'\ 
\\ ia ) \ ( / - f | ) a / 1 Zi L l /« ' l ( ' + ' ) « / J 

o 0 

Y I /senia\2 i sen (/-}- I) a \ ' I 
+ Zli V /a / l ( ' + ! ) « / I ' 

n 

tendo-se suprimido o sinal de módulo na primeira soma do 
segundo membro, em virtude da função ^ ^ ser constantemente 
decrescente, para valores de x inferiores a st. 

Mostremos que são limitadas ambas as somas que temos a 
considerar: 

A primeira é limitada porque é igual a 

\ na / 

A segunda que pode escrever-se com a forma 
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é inferior a 

yJiLL+ j_< f " ^ , J L 
( n - l ) l « ! 

e portanto, independentemente dos valores de a, também limitada, 
em consequência do número n ser escolhido de modo que as últimas 
fracções escritas têm por limites - e —, quando a tende para zero. 

Assim, como foi referido, o método somatório de Riemann 
è regular, podendo imediatamente enunciar-se o teorema: 

A função soma duma série trigonométrica convergente, para qual
quer valor de x, quando as constantes ak e bk são limitadas, é a derivada 
segunda generalizada duma função continua, que é definida pela série 
que resulta de se integrar duas vezes, termo a termo, a proposta. 

As conclusões a tirar, conforme referimos, são traduzidas 
no teorema: 

A condição ( 20 ) é não só uma condição necessária, mas também 
suficiente para que o desenvolvimento convergente (19) seja a série 
de Fourier da função f(x) limitada e integrável que define. 

Com efeito, atendendo a um teorema de Schwarz, que esta
belece que duas funções que admitem a mesma derivada segunda 
generalizada finita, exceptuando somente pontos dum conjunto de 
medida nula em que as funções são contínuas e satisfazem à con-

A2/ dição lim. ——-= 0, não podem diferir senão por uma função linear, 

resulta: rx rx 
F(x)= dx\ /(u)du+px+q. 

J a J a 

Notando que \ f(u)du é uma função contínua de x, vem: 
Ja 

F,(x)=\X f(x)dx-\-p 
J a 

e 
( v ) = J o [f'(x + ')-'-"(x-t)\dt = j o dtj f(x + u)du . 
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Como (21) é uma série uniformemente convergente, quando 
se fixa um valor de a, porque os valores absolutos dos termos 
de (19) são inferiores a um número finito M e portanto os de ( 21 ) 
inferiores aos da série convergente de termos positivos " / . " T i 
podemos integrar termo a termo, depois de multiplicarmos ambos 
os membros por -coskx, vindo: 

. (sen ka\2 I f2* ,„ , . 
4 I I ak — — I A" /• (.v) cos Itxdx = 

I fW H-< pí* 
= - dt \ du \ f (x-\-u) coskx dx. 

~ Jo J — t Jo 

Mudando x em x — u, e não esquecendo que a função é perió
dica, temos ainda: 

í senka \ 2 | **> r+l »*« . . 
4 1 —-— \ ak—— i (tti (lui f (x) l coskx cos ku-\-sen kx sen ku)dx = 

1 pM r2« (»+/ 
= — I /(.v) tos A.t Í/A- dt cos kn du = 

i J o Jo J—t 

( senka \ 2 I f!I , , 
= 41 ] - /(x)coskxdx. 

Vem, pois, finalmente: 

I r8r 
<7.= — I / ( * ) cos** tfjr , 

* Jo 

e do mesmo modo se mostraria que é também 

«IX 

Jo 
I 

bk = — | /(.v) sen kx dx . 

As constantes do desenvolvimento (19) são as constantes de 
Fourier e, portanto, está demonstrado o teorema. 
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VI-OPERAÇÕES SOBRE AS SÉRIES DE FOURIER 

45) Adição. — Reconhece-se, facilmente, que a série de 
Fourier da função 0/^) +bft(x), em que a e b designam cons
tantes, se obtém somando, termo a termo, as séries de Fourier 
d e / i ( - 0 e / 2 ( * ) . depois de multiplicadas por a e b. 

A somabilidade da série soma deduzir-se há da das parcelas, 
sendo a primeira série somável ( C, 1 ) quando o forem as segundas. 

46) Multiplicação. —O produto de duas séries de Fourier 
pode obter-se segundo a regra de Cauchy, e a somabilidade da 
série produto será regulada pelo teorema do n.° 12. 

A convergência das duas séries dadas assegura a somabili
dade (C, 1) da série produto, sendo Hm. on=fixf). 

Devemos, porém, notar que o produto, obtido pela regra de 
Cauchy, não é uma série de Fourier. 

Pode por isso apresentar-se o problema seguinte: 

Sendo duas funções f^x) e/2(A) definidas pelas suas séries de 
Fourier, somáveis (C,\) 

h ( *) ~ y ao+y ( «hcos kx+bksm kx ) 
(22) 

I 
«o H 

/» (*) ~"2 « o + 2 ( akcos kx+p*se"kx ) 
t a l 

determinar a série de Fourier correspondente ao produto f (x) xf, (x). 

Com o fim de resolver o problema, multipliquemos cada termo 
da primeira séiie por/2(A), notando a correspondência 

/1 h ~ 1 "o /a (-0 + y J j [ "il; (x) 2 cos ix + *(./2 (.v) 2 SM ix ] . 
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Como as constantes de Fourier, relativas às funções 2/a (x) cos ix 
e 2fi{x)senix, convencionando pôr a_n = «n ■ ?_„=  ?a, são res

pectivamente: 

a'k = — / 2 ( A ) 2 cos ix cos hx dx = ez/_^fc { a , . ^ 

1 r1* 
Pk =  J / j (*) 2 cos ix sen kxdx = P / + ) í — p ^ 

e 

í p
2
~ 

°* = ï j /» (*) 2 sen ix cos kx dx = p / + f t r ?,._ t 

P!t' =  f /.,(x)2senixsenkxdx = «i_k — ai+k , 

substituindo, no segundo membro da correspondência notada,/2(x) 
e as últimas funções pelas suas séries de Fourier e somando estas, 
resulta: 

( 23 ) / , % ~ i /t0 + £ ( Ai cos kx + lik sen kx ) , I 

se pusermos 

(24) 1 ** = J "° "f + 1 S [ "' ( "<+* + °'  * )_1~ "l ( P' + «I + P'* ) ] 

**  1 "o h + \ £ f «« ( Vt+j>  h  >. )  "' ( *'+* ~ "' * ) ] ' 

Vamos mostrar que, dentro das nossas hipóteses, o segundo 
membro de (23) é o desenvolvimento de Fourier da funçáo limi

tada e integrável fx xft. 



110 

Temos, pois, de verificar que (24) são as constantes de Fou
rier relativas a esta função. 

Esta verificação, porém, pode limitar-se à primeira fórmula, 
porque as constantes Ak e Bk correspondem a A0, substituindo/,^ 
Po r / i /2 cos kx ou / , /2 sen kx, que são funções nas mesmas con
dições d e / , / , . 

Suponhamos, em primeiro lugar , / ,= /^ 
A primeira formula (24) definirá a correspondente constante 

de Fourier quando tivermos: 

Ora, como esta igualdade exprime uma condição necessária 
para que o primeiro desenvolvimento (22), somável ( C, 1 ), seja 
a série de Fourier da função que define, temos feita a verificação. 

Suponhamos/, +/2 . 
Vem, representando por X uma constante arbitrária: 

e, atendendo ao resultado já obtido, e às hipóteses de que parti
mos, temos, fazendo as substituições: 

I £ " /i /í * == J «o <% + 2 ( »J «i + »| Pi ) • 

Assim, as constantes (24) são, na verdade, as constantes de 
Fourier, correspondentes à função /1(x)x/3(x), e (23) é a sua 
série de Fourier. 

Esta série será somável ( C, 1 ) em qualquer ponto em que / x / 
limitada e integrável, admita um valor limite à direita e um valor 
limite à esquerda. 
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Se/j e / 2 forem contínuas, f xft também é contínua e o;i con
verge uniformemente para fxf,. 

Se as duas séries (22) forem absolutamente convergentes, 
o que em particular se realiza se forem convergentes as séries 
com termos gerais | ak \ , \ bk \ , J ceA j , | j ^ | , a série de Fourier 
produto converge e tem por soma/ jX/ , . 

Pode obter-se essa série, multiplicando termo a termo as 
duas séries (22), substituindo os produtos de co-senos e senos 
por somas algébricas de co-senos e senos, e grupando conve
nientemente estes termos. 

47) Integração. — A série de Fourier correspondente a uma 
função absolutamente integrável f{x), de período 7 T., pode sempre 
integrar-se em qualquer intervalo, termo a termo, sendo a soma da 
série que se obtém o integral de f(x). Se os limites do integral forem 
variáveis, a série que resulta da integração é uniformemente conver
gente. 

Seja -^ + Y ( a k cos kx+ bksenkx) a série de Fourier de/(.r), 
i 

convergente ou divergente e ponhamos 

^)=j ; [nx)-. .£]*. 
F(x) é uma função de variação limitada e contínua em todo 

o intervalo (0, 2T.), tendo como derivada / ( x ) — - • em todos os 
pontos onde esta função seja contínua, isto é, em todo o inter
valo com excepção de pontos dum conjunto de medida nula. 

Como temos: 

F(0) = ffCM)<« -ff [/(*) - y ] dx = 0 , 

F(x) é susceptível de se desenvolver em série de Fourier, uni
formemente convergente, em todo o intervalo (0,2::), vindo: 
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Calculemos as constantes: 
Em virtude das propriedades de F{x) ef(x)—y, enuncia

das, é legítimo escrever, para A + 0: 

I r2~ . | rl-(x) sen kx i'-'~ 
Ak = ~\ F(x)coskxdx = -\-±-L -

'• Jo t L k Jo 
1 f- bk 
— I f(x)senkxdx = — 
kxJo k 

I rK , . I r F(x) cosltx-,2* 
Bk = -jo r{x)se„l!xlfx = -[—LL—]o + 

I Ç-~ a. 

Pondo em (25) * = 0, e atendendo aos resultados já obtidos, 
temos também: 

4o _ V b" 
2 - LiT' 

A = l 

que é forçosamente uma série convergente. 
Portanto, a série (25), uniformemente convergente, pode 

escrever-se 

^ bk \^ —b k cos kx-\- aksen kx ^ bk(\—cos kx) -f- aksen kx 

sendo a última série aquela que se obtém integrando entre 0 e x, 
termo a termo, a partir do segundo, a proposta. 

A integração pode fazer-se em qualquer intervalo, compreen
dido em ( 0, 2TT) e fora deste último, por serem periódicas todas 
as funções a integrar. 

Está completamente demonstrado o teorema, concluindo-se 
que uma série de Fourier integrada uma vez conduz a uma série 
trigonométrica, adicionada, em geral, dum polinómio do primeiro 
grau. 



113 

Integrando a mesma série n vezes, somos conduzidos a 
uma série trigonométrica adicionada, em geral, dum polinómio 
do grau n. 

48 ) Derivação. — A série que se obtém derivando, termo a 
termo, a série de Fourier duma /unção f(x), de período 2z, que 
admite uma derivada f ( x ), limitada e integrável, é a série de Fou
rier da última /unção. 

Seja: 

(26) f(x)=^- + ^i[akeoskx+bhsenkx) 

a série de Fourier, que converge constantemente para f{x), por 
termos suposto que a função admite derivada. 

Derivando, termo a termo, vem: 

( 27 ) / ' ( . t ) ~ y * ( bk cos kx — ak sen kx ) , 

devendo provar-se que está representado o desenvolvimento de 
Fourier, correspondente a / ' (x). 

Com efeito, se representarmos por Ak e Bk as constantes de 
Fourier desta função, temos: 

/1fc = —I f (x) cos kxdx==- — I f(x) sen kxdx — kbk 

#fc = — I f (x) sen kx dx = / ( * ) cos kx dx = — kak , 
* JO 5C J o 

Está feita a verificação do teorema, podendo afirmar-se que 
o desenvolvimento (27) é somável ( C, 1 ), se as descontinuidades 
de f (x) forem de primeira espécie. 

9 
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Então, como f(x) ê limitada e integrável, de período 2x, a série 
(21) tem por soma generalizada f ( x), excluindo pontos dum conjunto 
de medida nula. 

Também podemos enunciar: 

Se f (x) fôr contínua, (27) pode divergir, mas as somas de 
Fejér convergem uniformemente para f'(x). 

Se a função f(x) fôr contínua e de variação limitada, (27) 
converge uniformemente, e então a sua soma no sentido ordinário é> 
em virtude do teorema clássico sobre a derivação das séries, f ( x ). 

Se f(x) fôr indefinidamente derivável, as séries que se obtém 
por derivações sucessivas são sempre séries de Fourier, uniformemente 
convergentes, tendo por somas as derivadas sucessivas de f(x). 

Somente lemos a acrescentar que o último teorema é uma 
consequência imediata do seguinte: 

A série de Fourier relativa a uma função de período 2~, que 
admite derivada, satisfazendo a uma condição de Lipschitz de ordem «, 
é uniformemente convergente, sendo 0 < a < 1. 

Com efeito, podemos determinar uma constante M, tal que seja: 

| / ( • > , ) - / ' ( * , ) \ < M \ x , - X l \ a , 

sendo arbitrários os valores de xy e x2. 
Como/(j : ) é contínua, o primeiro membro da desigualdade 

admite um máximo, quando os valores xt e x2 satisfizerem à con
dição \xj — xl | < í e representamos esse máximo (módulo de con
tinuidade) por (D ( í ). 

Assim, a condição de Lipschitz, a que satisfaz a função perió
dica/(.v), pode exprimir-se pela desigualdade 

B)( Í )<AÍ Í 

sendo í arbitrário. 
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Se designarmos por Ak e Bk as constantes de Fourier rela
tivas a / ' (x) , que estão relacionadas com as de f(x) pelas fór
mulas 

-** = *** > Bk — - k a k , 

teremos, em virtude da periodicidade da função, 

A«=?$or(s) cos h dx=~ «/r r ( * + ï ) f°s *** 
ou 

< i *-Kr [ / w " / (* + T) ]^ f a * ' 
resultando 

i^i^ï5-(f)r*—(i) 
e do mesmo modo 

K l <«(!)• 
Vem, portanto: 

l»»!<{-(!) . I»»l<l"(í) 

£(KI + M)<ÍMi)<" tó 

Fazendo crescer n indefinidamente, 2 /Vf Y * tende para 
fc=i 

um limite, porque é a soma de n termos duma série convergente. 
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O mesmo acontece ao primeiro membro da desigualdade 

e, portanto, é convergente a série Y ( | 0fc | + | ôfc | ). 

O teorema está demonstrado, porque assim é uniformemente 
convergente a série de Fourier, que corresponde à função f(x). 

r"IM. 
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