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Condições do equilíbrio eléctrico 
nos conductores 

Coefficientes de potencial e inducção 

Para que. n'um systema do conductores carregados 
com determinadas cargas eléctricas haja equilibrio é ne­
cessário que a forca electromotriz seja nulla no interior 
de cada um. 

N'um ponto cujas coordenadas em relação a 1res ei­
xos rectangulares são x, y e z, a forca electromotriz pôde 
ser- representada, como se sabe, por 

dx^ dy^ dz] 

sendo V o potencial, e portanto para haver equilíbrio deve 
ser 

dV_ dV_ dV_ 
dx~ dy ' dz ' 

isto é, constante o potencial no interior de cada conductor. 
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A densidade eléctrica p cm qualquer ponto deve satis­
fazer á equação de Poisson 

d*V . <PV . dW , , 

e ser por isso nulla também no interior de cada condu­
ctor. 

Toda a carga eléctrica do systema distribue-se, pois, 
à superficie dos conductores. 

A sua densidade superficial n'um certo ponto de um 
conductor é o quociente da derivada do potencial em or­
dem á normal á superficie de esse conductor dividida por 
— 4 T . 

Quando são determinados os valores do potencial no 
interior de cada conductor e as cargas de todos os condu­
ctores ha uma única distribuição- de electricidade em equi­
líbrio sobre elle; porque se fosse .possível haver duas dif­
férentes a sobreposição de uma á oulra, mudando ii'iima 
o signal da densidade, seria um estado de equilíbrio em 
que todos os conductores teriam uma carga nulla e esta­
riam no estado neutro, isto é, a densidade de uma distri­
buição em qualquer ponto de um conductor seria egual 
á da outra no mesmo ponto. 

Ha, portanto, um único estado de equilíbrio. 
Entre os potenciaes dos conductores ,de um systema 

em equilíbrio e as suas cargas lia relações que convém 
estudar. 
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So representarmos por Vv Vi... Vs... Vn os po­

tenciaes dos n conductores Aif At... A,... An de um sys­

tema, por ev e.2... e r . . . en as suas cargas, <rlf » j . . . c r . . . 
(7„ as suas densidades e por rv »­2... r r . . . r„ as distan­

eias de um ponto qualquer da sua superficie a um ponto 
interior a A; e 

• Suppondo que as cargas ev e 2 . . . e„ se tornam em 
a{ ei( a2 e 2 . . . a„ e„ será 

Ví=ai /­!—J + . . . + «» / — ­ e 

portanto cada termo de F, varia proporcionalmente á carga 
de cada conductor. 0 potencial de qualquer conductor é, 
pois, uma funcçiio linear das cargas de todos os outros, 
isto é, 6 

vi=Puei-\-Pueí+■ ■ ■ --\-Pner+- • .­f*>nl«n} 

Vs=pue{4-P^ei-{- +Pr,er-\-.. .+29»»e'M (1) 

V,l=pl,lel-\-pinei-\- -\-pr,fir-\-. ..-)-pn<fiJ 

Os coellicientes prs chamam­se coellicientes de poten­

cial. Dos seus dois suflixos o primeiro corresponde ao da 
carga e o segundo ao do potencial. 
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lia n cooilicicntes da forma jrv, um para conductor, 
que representam o potencial que teria cada conductor se a 
sua carga se tornasse egual á unidade e a de todos os ou­
tros nulla. 

Os restantes n (n-1) coeilîcientes representam o poleni 
ciai que teria cada conductor se o seu potencial se redu­
zisse a zero conjunctamenlc com o de todos os outros me­
nos um que conserva um potencial egual á unidade. 

Estes n (n-1) coefficientes não são comtudo todos dif­
férentes; os da forma pn são eguaes aos da forma psr por 
ser 

dW dW 

V"— dTrder —ackT~~ ~d~es~Pír 

Suppondo que o conductor Ar tem uma carga egual á 
unidade e todos os outros uma carga nulla será prr o po­
tencial de Ar e o de qualquer dos outros, As por exemplo, 
será p„ e é Prr=Pn, se Ar envolver As; porem se As é 
exterior a Ar 6 p,T~>pn, porque, sendo nulla a carga de 
As, o numero de linhas de fon;a, que terminam em As, 
deve ser egual ao das que partem d'elle e, como as que 
entram n'este conductor vem de um logar em que o po­
tencial é mais elevado e as que saem vão para um logar 
de menor potencial, o potencial de As será intermédio en­
tre o mais alto e o mais liaixo potencial do campo e por­
tanto será menor que prr e maior do que zero. 

Podemos por isso concluir que todos os coellicienles 
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de potencial são positivos e que nenhum da forma prs é 
maior do que f„ ou pss. 

Resolvendo as equações (1) em ordem a e,, «2 . . . e„ 
obtem-se 

el=?H ^1+ ...-\-qi,Vs-\-.. .-\-qlnVn j 

er=qrlVi-\-. • i-fj& 7, + . • .-\-qrnVn\ (2) 

e»=2»l Vf^-..: -j-q,ls Vs-\-. . . -\-qm Vn 1 

Teremos analogamente n coeficientes da forma q„ 
que representam a carga, que teria cada conductor se o 
seu -potencial se reduzisse á unidade e o de todos os ou­
tros a zero. 

Estes coelíicienles denominam-se a capacidade eléctri­
ca do conductor a que se referem. 

Os outros n (n-1) coeíficienles denominam-se coefíi-
cienles de inducção e representam a carga, que teria cada 
conductor se o seu potencial fosse nullo conjunclamente 
com o de -todos os outros menos um que tem um poten­
cial egual á unidade. 

domo os coeíficientes de potencial não são todos diffé­
rentes; os da forma qrs são eguaes aos da forma qsr por 
ser 

• dW dW 
_der JAVÍ jdVs • des 

q"~dTr dV,dVr
=dVr

qsr 

Se suppozermos que A,- tem. um potencial egual á 
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unidade e todos os outros conductores um potencial nullo 
será gy-r a carga de Ar e qrs a de outro As. 

q„ representa o numero de linhas de forca que par­
tem do conductor Ar e d'estas linhas algumas terminam 
nos outros conductores e outras dirigem-se para uma dis­
tancia infinita se nenhum dos conductores cerca Ar. 

Dos outros conductores não pode partir nenhuma li­
nha de forca, porque não ha no campo nenhum logar em 
qué o potencial tenha menor valor do que o que tem 
n'elles. Por isso nunca a sua carga pôde ser maior do que 
zero e só pode ser zero para alguns, se elles ficarem se­
parados de Ar por um dos restantes que deve cercar Ar. 

Os coefiicientes de induccão de um conductor Ar nun­
ca são, pois, positivos e em valor absoluto a sua somma 
é egual á capacidade d'este conductor se alguns dos res­
tantes conductores do systema envolve Ar e menor do que 
ella no caso contrario. 

Quando se ajunta a um systema de conductores em 
equilíbrio um novo conductor sem carga, o coelliciente de 
potencial da forma prr de qualquer dos primeiros A,- dimi­
nue de valor, porque, suppondo que Ar tem uma carga 
egual a unidade e todos os demais conductores do syste­
ma uma carga nulla, a energia do systema será 

1 l -, 
2 2 

e, como a electricidade deve caminhar dos logares de 
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maior potencial para os de menor, quando ao systema se 
ajunta um novo conductor sein carga a energia deve di­
minuir e portanto prr. 

Se ao novo systema se acerescenta um outro condu­
ctor o valor de pn diminuirá de novo e ainda mais, se 
este conductor se põe em communicação com o primeiro, 
que se ajuntou. Portanto a diminuição, que soffre p„ por 
se ter ajuntado ao systema um conductor sem carga, é 
maior do que a que produziria um corpo cuja superfície 
pôde ser inscripta n'este conductor e menor do que a pro­
duzida por um corpo cuja superfície lhe pôde ser circums­
cripta. 

A diminuição que produz no valor de pn um corpo 
qualquer é, pois, menor do que a produzida por uma es-
phera cujo diâmetro seja a maior dimensão do corpo. 

Se as dimensões do conductor que se ajunta são mui­
to pequenas em relação á distancia a que elle está do sys­
tema, podemos considerar como uma primeira approxima-
ção para o valor de p„ o reciproco da capacidade de Ar 

quando sô no campo. 
Representando, pois, por C{ a capacidade de um con­

ductor Al por C2 a de outro \ e por d a distancia entre 
A{ e A2 e, se d fôr muito gran,de em relação ás dimen­
sões de A{ e A2, será approximadamente 
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^=0,(1-0,0^-^ 

O coeficiente de potencial de qualquer conductor At 

n'outro Av quando ao systema a que estes conductores per­
tencem se addiciona um conductor cspherico ou proxima­
mente espherico A3 de pequenas dimensões em relação ás 
distancias dos conductores, augmenta, se A3 é interior ao cir­
culo cujo diâmetro ó a linha recta que une AK com A%, e 
diminue quando A3 é exterior; porque, suppondo que A, 
tem um potencial igual á unidade, no lado de A3 que fica 
mais proximo de AK haverá uma carga—me-\-m no lado 
mais afastado e o potencial em A, devido a estas cargas 
será positivo ou negativo segundo estiver mais próxima de 
A, a carga-(-TO ou—m e, portanto, segundo A3 fôr interior 
ou exterior, ao circulo cujo diâmetro 6 a linha recta que 
une At com A,. 

Se o conductor A3 tem uma forma alongada pôde au-
gmentar o coeíficiente de potencial de A{ em A, até quan­
do A3 é exterior a este circulo e o eixo maior de A3 tem 
a direcção da tangente ao circulo no ponto em que o raio 
que passa por A3 encontra a circumferencia, e diminuil-a 
quando fôr interior, se o seu eixo maior tiver a direcção do 
raio que passa por As. 

A capacidade de qualquer conductor de um systema 
augmenta e os seus cofiicientes de inducção diminuem, se 

(3) 
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ao systema se ajunta um conductor; porque suppondo que 
um conductor Ai tem um potencial egual á unidade e todos 
os outros um potencial nullo, a carga do novo conductor 
será negativa e produzirá uma carga positiva sobre todos 
os outros, isto é, augmenlará a de A{ e diminuirá a de to­
dos os outros. 

Vimos como variavam os coelficientes de potencial e 
de induecão, quando no campo se introduzia um conductor 
de pequenas dimensões. É egualmente fácil calcular appro-
ximadamente o effeito de um condensador, isto é, de um 
systema de dous conduetores tão próximos um do outro 
que o coeíficienle de mutua'induecão seja muito grande, 
sobre os coeílicientes de outro condensador. 

Representando por Ax e A% os conduetores de um con­
densador c adoptando a notação das equações (1) e (2) será 

Pu—M' Pn—M' Pa-2~~M 

fazendo qi{ qtí—?12
2=^ 

Para outro condensador cujos conduetores sejam A3 e 
Ak é 

,„ ?U _ ftl „ ?33 
PM—X> PU—~N> P"-~W 

fazendo ?33 qu—qM*=N 
Se estes dois condensadores existirem n'uni meio iso­

lador indefinido a uma distancia D um do outro muito 
grande em relação às suas dimensões os valores d'estes 

2 
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coeíficientes não serão alterados sensivelmente e como 6 
approximadamente 

1 

as equações dos potenciaes são 

V,—i22-e — i12e 4-—e +—e. 

V Me+2lLe-l--e+-e, 

V——p 4-—,> — ?3i<> 4-^e 

Representando por QH a capacidade do conductor Ait 

por Qw Q13 e Qu os coeíficientes de induccão de Ai so­
bre os outros conductores e fazendo 

211+212 = ^1 
?12 + ?22 ~ "l 
333 + Ï3i = Qt 
9u+Su =**ci 

QH = ?n + ^ 3 ± ^ ^-(^+^)(^,+¾) 
«n- f t» +2^-(0,+0(^+^)1 
Q.3 = - DC, 03 

W 
^l-((\+^)(C3+CM 

0 DC.C, 
^u — — D2-(0,+0(6^+0,), 
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Por modo análogo poderíamos determinar approxiirada­
mente as capacidades e coefficieníes de inducoão dos outros 
conductores e portanto avaliar o effeito de um condensador 
sobre os coeíficientes de outro, que está a uma distancia 
muito grande do primeiro em relação ás suas dimensões. 

As quantidades Cv £2> £3 e C* s a o t 0 ( l a s positivas e 
representam a carga que adquiriria cada conductor se o 
condensador a que pertence existisse isoladamente tendo as 
suas armaduras um potencial egual á unidade. 

Pelas equações (4) podemos avaliar a inlluencia, que 
um conductor pôde ter sobre os coellicientes de um con­
densador, e as capacidades e o coelliciente de inducção de 
dous corpos que estão muito distantes um do outro. 

Basta para isso no primeiro caso fazer qzi,—qu=° o 
que dá 

Qa = ?» + D T ^ Q 

QJ- ftl + C* C> í » 
^-q^^+C,) 

ri — D Ci &« ^ 7 ' ^-qM+cj 

e no segundo 212=222=331=211=° ° Q11*3 t o r n a W e m 

O -a A- ? 2 " q^ 

n _ D qu 233 
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Era possível ainda achar expressões análogas a (4) 
para um syslema tie mais de dois condensadores a distan­
cias muito grandes uns dos outros e d'ellas deduzir as 
que approximadamente exprimem as capacidades e coeíli-
cientes de induecão quando substituíssemos condensadores 
por simples conduetores. 

E1 possível, pois, determinar facilmente n'alguns ca­
sos os valores approximates da capacidade e coellicienles 
de potencial e induecão. N'outros 6 até possível determi­
nar o seu valor exacto, mas em geral o calculo mathema-
tico d'eslas quantidades apresenta grandes dilliculdades. 

Isto obriga, para resolver o problema do equilíbrio 
eléctrico em casos particulares, a recorrer a différentes me-
thodos que tentaremos expor nos capítulos seguintes. 

Por estes meios pretende-se determinar uma funecão 
(potencial) das coordenadas a que se suppõe referidos os-
conduetores do systema, que satisfazendo a equação de 
Poisson seja nulla a uma distancia infinita dos conduetores 
e que em cada um tenha um valor constante. 

A densidade eléctrica n'uni certo ponto de cada con­
ductor será o quociente da derivada d'esta funecão em or­
dem á normal á superficie do conductor no mesmo ponto 
dividida por—4 n, e a carga sobre uma determinada por­
ção da superficie de uni conductor o integral d'esta ex­
pressão tendo por limites os limites da porção da superfi­
cie. 



Equilíbrio eléctrico n alguns 
casos simples 

Duas espheras concêntricas.—Se as camadas 
eléctricas em equilíbrio distribuídas sobre duas espheras 
concêntricas de raios rx e r, sendo r^r^ tem potenciaes 
V{ e F2, ó potencial em qualquer ponto compreliendido 
entre as duas superfícies esphericas é uma funccão da dis­
tancia r d'esse ponto ao centro commum das espheras e 
portanto a equação de Laplace será n'este caso 

dW 2 d.V 
rfr2 ?• dr 

t d'onde 

rj—rj r{—rt r 

A densidade da camada espherica de menor raio é 

î 4- dr r = r 2 4w2 

e a densidade da de maior raio 
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A carga total da esphera interna será 

A I F * - F l 

representando por ini a carga da esphera de maior raio. 
A capacidade da esphera de menor raio é ——-. 

ri—ri 
Se é 7-4=00, isto é, se existe uma só esphera de raio 

r2 e potencial F2 n'um meio isolador indefinido, o seu po-
y r 

tencial em qualquer ponto externo a ella é —*-%. 
y 

A sua densidade eléctrica é - j -^ - , a sua carga F2 r2 e 
a sua capacidade r2. 

Quando a superfície espherica de raio r{ 6 a superfi­
cie interna de um conductor cuja superficie externa é ou­
tra superficie espherica de raio r3 concêntrica com a de 
raio rf e se no campo não existem mais conduetores, a car­
ga, que tem a superfície de raio rj, é Fi r3 e portanto será 

> rr2 

a carga total do conductor externo. 
0 systema formado pela esphera de raio r2 e este 

conductor externo 6 um condensador fechado e a força 
condensante, isto 6, a relação entre a capacidade do con­
ductor interno quando pertence a este systema e a sua 
capacidade quando p conductor externo não existe é 
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N'este caso é fácil calcular os coeílicientes de poten­
cial e induecão. 

Visto que as cargas das duas armaduras são 

m—Zl^—V,) 

n 

r. r. o coeíliciente de mulua induecão e '—*- e são 
ri—r, 

V T T, T 

r.-r. 
-\-rs as capacidades. 

Os coeílicientes de potencial acliar-se-iam com egual 
facilidade resolvendo estas equações em ordem a 7 j e V{, 

Pelas expressões da densidade de cada armadura vé-
se que ella varia approximadamente na razão inversa da 
distancia entre os dois conduetores. 

Isto ainda é verdadeiro para qualquer condensador fe­
chado, porque, sendo a densidade n'um ponto o quociente 
da derivada do potencial em ordem á normal n'esse pon­
to dividida por—4*, se a distancia entre as duas armadu­
ras fôr muito pequena, esta derivada differirá pouco do 
quociente da diíferenca de potencial das duas superficies 
pela distancia que as separa. 

Se portanto representarmos por Vi e Vi os poten-
ciaes das armaduras, por dt a densidade da armadura in-
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terna e por e a espessura do dieléctrico que as separa 
será approximadamente 

rfl— 4-e 

A carga da armadura interna de um condensador fe­
chado cuias armaduras estão a urna distancia constante 

y y 
uma da outra será, pois, - ^ 7 - 1 ^ approximadamente, re­
presentando por S a superficie d'està armadura. 

Dois cylindros circulares concêntr icos.— 
Suppondo que são r{ e r, os raios de dois cylindros Cir­
culares concêntricos sendo r^-r^, V{ e F, os seus poten-
ciaes, o potencial em qualquer ponto comprehendido entre 
elles será uma funcoão da distancia r d'esse ponto ao eixo 
commum e portanto a equação de Laplace tornar-se-lia 
n'este caso 

dW,±dV_ 
dr* * dr~° 

que será satisfeita por 
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As dètisidades eléctricas dos dois cylimlros são 

V» 

a = F ' - F ' 7~4-rn r± 

as suas cargas n'uma extensão d 

, V — V, 
w i . = — d=—TO. 

e a capacidade da mesma extensão do cylindro interior 

N'este caso era fácil calcular os coefficientes de po­
tencial e induccão por um processo análogo ao que segui­
mos para o caso de duas superlicies esphericas concêntri­
cas. 

Dois planos infinitos e parallelos.—Se são 7, e 
Vt os potencfaes de dois planos parallelos e infinitos e d 
a distancia de um ao outro' o potencial n'uni ponto que 

3 
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esteja a urna distancia r de um dos planos é uma funceão 
d'esta distancia e por isso será 

d'onde 
V—V i iv m^_ 

d v=VMV-vtir 

As densidades superficiaes dos dois planos serão 

1 Vt—V, JS 
i 4r. d 2 

as cargas distribuídas sobre uma superficie S 

S F , - V, 

e a capacidade d'esta mesma superfície 



Distribuição da electricidade 
nas superficies 

com centro de segunda ordem 

A equação 

Si-iíiJ—£ 1 

representa, como se sabe, as très superfícies com centro 
de segunda ordem, ellipsoïde, hyperboloide de um só ramo 
e hyperboloide de dois ramos, segundo é p > c ou c>p>& 
ou V>p, suppondo que é sempre c>6. 

Estas très superficies encontram-se em oito pontos cu­
jas coordenadas satisfazem ás equações 

b c x=±Plptp3 

yn*(kc*)=(Plu*)(p*-b*)(p*-v) 

sendo pi o valor de p para o ellipsoide, pt para o hyper-
boloide de um só ramo c p3 para o de dois. 
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O potencial em qualquer ponto, que sempre se pôde 
considerar como um dos pontos de intercepção das três 
superficies de segunda ordem, 6 uma funeção de pv pt 
e/v 

Para o exprimir em funecão d'estas quantidades ava­
liemos a somma das componentes da força eléctrica nor-
maes á superficie de um elemento de volume limitado pe­
las superficies, cujos parâmetros são pv p2, p3 ç, p{-\-dpt, 
PÍ + fa, p3 + dpv 

Representando por V o potencial e por dslt dst, ds3 os 
elementos das curvas de intercepção dos dois hyperboloi-
des, do hyperboloide de dois ramos com o ellipsoïde e d'esté 
com o hyperboloide de um só ramo a força eléctrica na di­
recção de âs{ será ' 

-—= y_YdPt- dV Ai 

dst~ dpldsl~ dPiP^P3 

fazendo A^P—p*) (c2—p?) m 

p 2—„ 2 „ 2 
- M —Pa Pi 
D 2—„ 2 „ 2 
r 3 —Pi Pi 

por ser 
dpj dpj ~rdp\J 1~dpj ' ' At 

A somma dos componentes da força eléctrica normaes 
ao elemento de superficie dsit dn3 é 

dV Ax dVAtP.* , 
- ay, Kfa *» dh - - dPi ±^ dp, dp3 
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fazendo Pf = / > 3 2 -

A,-

-B 2 

= ( P 3 2 - Í 2 ) ( P 3 2 - 0 
por ser 

/' P 
áy2 = —^-? dp, 

ds3
 !;—<*p3 

4a 

Para o elemento correspondente da superficie prr-dpt 

esta somma é 

dVA.P?, , ftVAiP?, , , , 
Wi ^ *n dl» + a^ i Ã «fc * . <*ft + 

dVâJ^dpidpidp3p t 
+ dpi dpi Az A3

 l 

Para as duas faces oppostas é portanto , 

d2F AlPl
îdp^dpidp3 dV dA{ P^dpidpíd,p3 

dpf A^Á3 ' dp{ dpi ^ Í ^ 3 

Calculando o valor da somma das componentes da for­
ca eléctrica normaes aos dois pares de faces restantes e 
sommando todas estas quantidades com a carga do ele­
mento de volume multiplicada por 4~ deve esta somma 
ser nulla, isto 6, é 
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+ i*fpl*pfpf=o:.. (5) 

representando por .p a densidade eléctrica do elemento de 
volume. 

Para que n'esta equação só entrem derivados de se­
gunda ordem do potencial é necessário que as quantida­
des contidas nos parenthesis sejam respectivamente eguaes 
a 

cPV â*V d*V 
du^' du^' áu3

2 

e que portanto seja 

^ = - ^ - ' 
-aí 

com estas condições a equação (5) torna-se em 

P^+P'W+P^lW + U?--c---=0-'- (6) 

que é a forma da equação de Poisson referida ás coorde­
nadas Wj, «o, w3. 

As quantidades u{, «2, 1*3 são três integraes ellipticos 
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que se podem reduzir á forma ordinária fazendo l—kc, 

c 
' cr.a 

jp 2 = p/ c* «en.»6 + 6»cr.» 6 

com estas hypotheses 6 

Ul=F(k,^)~F(k,'x) 
Ui=F(k,^)-F(k',í) 
us=F(k, Y) 

Dois ellipsoïdes. — Quando «! é constante a su­
perfície correspondente 6 um ellipsoïde. Como a equação 
(C) é satisfeita se V é uma funecão linear de «j, o po­
tencial de dois ellipsoïdes n'um ponto comprehendido entre 
elles 6 

u\V"—u>\ V+Ul(V'—V") 

se são tt'j, tt"i os valores de «d para estes ellipsoïdes e 
V e V" os seus potenciaes. 

A densidade em qualquer ponto é 

J ?Z ^ = _i F~-V" c 

°"~~ 4^ dwj d», ~ 4;: w'4—u"! P ' / » 

1 v>-Y' cãi 
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se ã{ representa a perpendicular baixada do centro sobre 
o plano tangente no ponto cuja densidade 6 a e D{ o pro-
ducto dos semi-eixos. 

A carga total Q" de um ellipsoïde é 

y V" 

representando por Q' a carga do outro. 
Se 6 u\—o ó a== i/2 n e pt=<x> i isto (t, o ellipsoïde 

cujo potencial é V está a urna distancia infinita do outro. 
Se portanto fizermos u'i=o e V'=o na expressão de 

Q" e r, obtemos a carga eléctrica c densidade em qual­
quer ponto de um ellipsoïde collocado n'um meio isolador 
indefinido. 

Representando por Qx a carga de um ellipsoïde cujo 
potencial é Vit por c, a sua densidade 6, pois, 

V 
Q,=C— 

O, dt_ Q{ 1 
4n D. 4KABC i/ a-* ; «» ; a» 

se .4, B e C são os semi-eixos do ellipsoïde. 
Se C 6 infinitamente pequeno o ellipsoïde transfor-
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ma-se n'uni disco elliptico infinitamente delgado cuja den­
sidade eléctrica 6 

2 4*AB y-
A* B* 

Se o disco é circular ó A=B e será 

J 2 L _ í Q{ 

a sua densidade eléctrica, representando por r a distancia 
de qualquer ponto ao centro do disco. 

Dois hyperboloides de um só ramo.—Se «2 6 
constante a superfície que lhe corresponde ó um hyperbo-
loide de um só ramo. 

0 potencial em qualquer ponto compreliendido entre 
dois hyperboloides de um só ramo será 

r_u'i V"—u'\ F + u , ( F — V") 
w'j—u'\ 

se" são M'2> M"2 OS valores de «2 para estes dois hyperbo­
loides e V e V" os seus potenciaes. 

A densidade em qualquer ponto de um d'elles é 

1 V—Vcã^ 
4T. u'i—u"iDi 
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representando por rf2 a perpendicular baixada do centro so­
bre o plano tangente e D2" o producto dos semi-eixos. 

A sua carga é infinita. 

Dois hyperboloid.es de dois ramos.—Quando 
w3 ó constante a superfície correspondente 6 um byperbo-
loide de dois ramos. 

Se u'3 e u"3 são os valores de u3 para dois byperbo-
loides e V e V" os seus potenciaes, o potencial em qual­
quer ponto comprchendido entre elles será 

v^w3v"-u"3r+u3(V'-v") 

u'3-u"3 

A densidade eléctrica em qualquer ponto é 

4n u'3—u'[3 D3 

ã3 e D3 representam n'este caso o mesmo que d^ e Z>2 

no caso de dois'hyperboloides de um só ramo. 
A sua carga total 6 infinita. 
Temos supposto sempre que b e c são finitos, diffé­

rentes de zero e que é c>5, mas podia-se determinar tam­
bém a distribuição de electricidade nas superficies, que a 
1." equação de pag. 19 representa, quando é" c—b ou i=o 
ou C—00 . 

http://hyperboloid.es


Imagens eléctricas 

Se para um systema de n conductores, cujas carpas 
são ni,, m2 . . . mn ha uma superficie equipotencial, que 
envolve todos ou parte d'estes conductores e, se sobre 
esta superfície suppozermos que está distribuída uma ca­
mada eléctrica egual á somma das camadas, que ella en­
volve, de modo que em cada ponto a densidade eléctrica 
seja egual ao quociente da derivada do potencial em ordem 
á normal a esta superfície dividida por—ir, esta camada 
eslará em equilíbrio e exercerá sobre todos os pontos ex­
ternos a ella a mesma acção que os conductores que en­
volve e sobre os internos uma acção egual e contraria á 
dos conductores externos. 

Com effeito, suppondo que esta superfície 6 a interna 
de um conductor em communicação com o solo influencia­
do pelos conductores internos, elle adquiriria uma carga 
egual e de signal contrario á somma algébrica das car­
gas de todos estes conductores", e como o potencial 6 nullo 
em todos os pontos do conductor não isolado a camada eléc­
trica, que a sua superficie interna adquire, exerce sobre 
todos os pontos externos a ella uma acção egual e contra-



28 

ria á dos conduclores que envolve, e portanto uma cama­
da eléctrica distribuída sobre ella do mesmo signal e valor 
que a somma algébrica das cargas dos conductores que 
envolve exercerá a mesma acção que elles para todos os 
pontos externos. 

Substituindo, pois, os m conductores, que a superfície 
equipolencial envolve, pela camada correspondente distri­
buída sobre esta superfície, o novo systema estará em equi­
líbrio e, como o potencial é constante n'esta superficie e 
ella não envolve nenhuma massa eléctrica, elle será lam­
bem constante no seu interior, isto é, esta camada exerce 
sobre todos os pontos internos uma acção egual e contra­
ria á dos conductores externos. 

Um qualquer dos dois systemas de conductores ele-
ctrizados, o que a superfície envolve ou o externo a ella, 
denomina-se a imagem eléctrica do outro. 

Entre estas imagens e as imagens virtuaes da opti­
ca ha uma certa analogia, mas as propriedades geométri­
cas d'eslas ultimas não são sempre applicaveis ás imagens 
eléctricas. 

Se se podesse conhecer a carga e posição das imagens 
eléctricas de qualquer systema de pontos em relação a 
qualquer superficie, ter-se-hia resolvido o problema da in­
fluencia eléctrica de um systema de pontos sobre uma su­
perfície e seria fácil pejo methodo de inversão, de que 
adiante fadaremos quando estudarmos a influencia de um 
ponto sobre uma esphera, conhecer a distribuição da ele­
ctricidade sobre um conductor que tivesse a mesma super­
fície e estivesse collocado n'uni meio isolador indefinido. 
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A impossibilidade do determinar em todos os casos es­
tas quantidades faz com que o methodo das imagens eléc­
tricas não tenha esta generalidade. Comtudo é dos que a 
maior numero de casos particulares se pode applicar e o 
que mais simplesmente resolve as questões. 

Nos paragraphos seguintes exporemos alguns dos pro­
blemas que por este meio se podem resolver. 

Influencia de um ponto ou sys tema de pon­
tos sobre um plano conductor indefinido não 
isolado.—Se suppozermos que n'um meio isolador inde­
finido existem dois pontos com cargas eléctricas eguaes e 
de signaes contrários, as superfícies equipotenciaes são su­
perfícies de revolução em torno da linha que une os dois 
pontos. São fechadas, e para um valor do potencial diffé­
rente de zero são formadas de duas partes symetricas em 
relação a um plano que divide ao meio a linha que une 
os dois pontos e lhe é perpendicular. 

Se o potencial é nullo, a superfície equipotencial cor­
respondente é o plano perpendicular á linha que une os 
dois e que a divide em duas partes eguaes. 

Para todos os pontos, que ficam do lado d'esté plano 
opposto áquelle em que está um dos pontos, podemos sub­
stituir este ponto por uma carga eléctrica egual distribuí­
da sobre o plano, de modo que em cada ponto a densidade 
s e j a _ __( representando por n a normal ao plano e 
por isso se representarmos por m a carga de um ponto 
por d a distancia d'esté ponto a um plano indefinido a 
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carga que este plano adquirirá pela influencia do ponto 
cuja carga é wi será —m e a sua densidade n'um ponto 
que esteja a uma distancia r do ponto influente—~—j por 

d V jáw» 
ãn r 3 

*;, .. » , dV 2dm E fácil ver que e-^—=—»-. dn r J 

Tomando para eixo dos x a linha que une o ponto 
influente com a sua imagem em relação ao plano e para 
eixo dos y uma linha perpendicular a esta e que a divida 
ao meio será 

•]( (^)+#2) ~1/s- ((*+rf)2-h/2) 1 / s j . F=m 

e 

^^(x-d)^x.dy.^sl^(x^d)^d) «-+yï yk 

, dV dV mas quando é x=o 6-7- = -7-_ dx an 
e di-\-y^=ri e portanto 6 

dV_/d_j\ _2dm 
dn—ydxj^r* 

Se além- d'esle ponto existissem mais (n-í) com car­
gas »»1, m<i .,-. m,, e a distancias dit d^ ... dn do pla­
no, cada um d'elles far-lhe-hia adquirir uma certa distri­
buição de electricidade produzindo um estado de equilíbrio, 
e, como a sobreposição de todos esfes estados de equilíbrio 
seria um novo estado de equilíbrio, a carga que o plano 
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adquiriria seria a somma das cargas dos pontos influentes 
tomada com signal contrario 

—(tn -f- m, -f- m, - j - -(- m„) 

e a densidade n'um ponto a somma das densidades que 
ella teria, se cada ponto actuasse isoladamente, isto é, 

_ 1 /dm . d tin, . . d„mn\ 
^2^1^ + 7^ + ~*"rj/ 

se representarmos por r rv r2 . . . . rn as distancias dos 
pontos influentes ao mesmo ponto do plano. 

Influencia de um ponto ou sys tema de pon­
tos sobre uma espnera isolada ou não.—As su­
perfícies equipotenciaes de dois pontos carregados com 
cargas eléctricas m e - m' são superficies de revolução em 
torno de uma linlia que une estes dois pontos; e a superíi-
íicie para a "qual o potencial é nullo será representada pela 
equação 

m m' 
r r' 

se r e r' exprimem as distancias dos dois pontos a qual­
quer ponto do campo. 

Esta superficie é uma esphera cujo centro está na li­
nha que une os dois pontos. 
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Representando por d e d' as distancias dos dois pon­
tos ao centro da esphera, por R o seu raio e por c a rela­
ção entre as cargas dos dois pontos é 

~ m r R d_ 
m'~ ^~â'~~R 

Visto que esta esphera envolve.o ponto, cuja carga 6 
—m', podemos sem alterar o effeito para todos os pontos 
externos a ella substituir esta carga por uma distribuição 
de electricidade sobre ella, segundo as condições de pg. 
27; e portanto será a carga que adquire uma esphera 
não isolada de raio R cujo centro está a uma distancia d 
de um ponto interior a ella carregado com uma carga m. 

Para calcular a densidade em qualquer ponto da es­
phera exprimamos o potencial em funcção de coordenadas 
polares cuja origem seja o centro da esphera, tomando 
para eixo a linha que une o- ponto influente com a sua 
imagem em relação á esphera. t 

Adoptando este systema de coordenadas e represen­
tando por p e o o raio vector e o angulo que elle faz com 
o eixo, será 

F=m(p*+á2—2pcos.6)_1'a—7n'/p2-j-di°—2pd'cos.oj~'í 

dY= — m/p- dcosA (p*-|-<P- 2p<Zcos.e)~2'3 + 
—3/ 

-j-mi/p—d'cosA /p2-|-d-i22fd'cos.o\ ,2 
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A densidade eléctrica n'um ponto da esphera será 
egual ao quociente da derivada do potencial em ordem a 
P, fazendo n'esta derivada p=i2, dividida por—4K, isto é, 
representando por p a densidade é 

_ R î ~ d î m _ * ' * - ■ & * * ' 

^~ l ^ r 3 " 1 é*R r'3 

Portanto a densidade eléctrica n'um ponto de uma su­

perfície espherica conductora não isolada e influenciada por 
um ponto externo a ella varia na razão inversa do cubo 
da distancia do ponto da superfície espherica ao ponto in­

fluente ou á sua imagem. 
Se o ponto influente 6 interno á esphera não isolada 

podemos para todos os pontos internos a ella substituir a. 
distribuição de electricidade, que adquire, pela imagem 
d'esté ponto em relação á esphera, e portanto a densidade 
eléctrica em cada ponto será egual e de signal contrario á 
que no mesmo ponto teria, se fosse influenciada pela ima­

gem do ponlo influente. 
A sua carga será egual e de signal contrario á do 

ponto influente. 
Se a esphera não está isolada e o seu potencial é>W 

a carga que ella adquire pela influencia de um ponto ele­

ctrizado será egual á somma da que adquiriria, se não es­
M 

tivesse isolada, com uma camada M tal que seja ™=­T5­« 

sendo R o raio da esphera; porque, estando em equilibrio 
a camada que ella adquire quando não isolada e sendo o 

5 
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seu potencial nullo, a sobreposição d'esta distribuição de 
electricidade com uma camada homogénea M, que tam­
bém constitue um estado de equilíbrio, será um novo • es­
tado de equilíbrio cujo potencial será a somma dos poten-
ciaes devidos a estas duas distribuições, isto é, V. 

A carga total da esphera será portanto 

E=(V'-j)R 

quando o ponto é externo á esphera e 
E{=V'E- m 

quando é interno, se representarmos por d a distancia do 
ponto influente ao centro da esphera e por m e 22 a carga 
d'esté ponto e o raio da esphera. 

A densidade n'um certo ponto da esphera será 

sendo <i a densidade no mesmo ponto quando a esphera 
não está isolada. 

Se o potencial V da esphera tem o mesmo signal 
V 

que a carga influente e em valor absoluto-^-Tjlica compre-
hendido entre o máximo e mínimo valor de j*, deve haver 
um systema de pontos sobre a esphera para o qual a den­
sidade é nulla, isto é, uma linha neutra. 

Para determinar a posição d'esta linha substituamos 
na expressão de £|j* pelo seu valor; será 

V d*—ff8 m 
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quando o ponto influente ó exterior e 

yi d*—R*m 
' í - 4 Í Ã + 4*R ~i* 

quando é interior. 

Para u.=o é no primeiro caso 

e no segundo 

o que determina a posição da linha neutra, que evidente­
mente é uma circumferencia, cujo centro está na linha que 
une o ponto influente com o centro da esphera. 

Se a carga da esphera ó nulla é P"=-=- e 

r=ld{d'í— R2)\'3 no primeiro caso e no segundo 

r=ÍR(Ri—dí)\ /a o que mostra que o centro da linha 
neutra fica entre a esphera e o ponto influente. 

Quando a esphera está debaixo da influencia de um 
systema de pontos cujas cargas são mlt mi... w, colloca-
dos a distancias d{, d%... dn do centro da esphera, o esta­
do de equilíbrio será a sobreposição dos devidos á acção 
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isolada de cada ponto, e portanto a sua carga total, quando 
os pontos influentes são externos a ella, é 

\ a, a% d,J 
e 

Ei={V'R — rnl— mi...—wi„) 
quando são internas. 

A densidade n'uni determinado ponto é 
V 

• a = 4ÍÃ ~f~ "l ~^~ ''* *' " ' !'" 

A acção, que um ponto electrizado exerce sobre uma 
esphera conductora, é a resultante das acções que elle exer­
ce sobre a camada que a esphera adquire quando não iso­
lada e sobre a camada homogénea VR. 

A primeira d'estas acções 6 egual á que exerce sobre 
a sua imagem eléctrica e a segunda á que exerceria sobre 
uma carga VR concentrada no centro da esphera. 

Como estas acções tem a direcção da linha, que une o 
ponto influente com o centro da esphera, a sua resultante 
será egual á sua somma, e portanto será 

nfiBd mVR 
(d* -i2î) î_ t" d« '."}. ' 

quando o ponto influente é externo á esphera e 

jj, mïRd 
(d*—22«)« 

quando é interno. 
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Da equação (7) couclue-se que a acção de um ponto 
electrizado exterior a unia esphera é sempre attractiva, 
quando o segundo termo d'esta expressão é nullo, negati­
vo ou positivo e menor em valor absoluto do que o pri­
meiro, isto 6, quando a esphera não está isolada, quando 
a sua carga 6 nulla, quando o seu potencial tem signal 
contrario ao da carga inlluente ou quando o ponto influente 
está muito proximo da superfície da esphera. 

Se o ponto influente é interno á esphera a acção, que 
exerce sobre a esphera, será"" sempre attractiva por ser 
o signal da expressão (7) independente do signal e valor 
de m. 

Se a esphera está debaixo da influencia de um syste-
ma de pontos a acção, que este syslema exerce sobre a es­
phera, é a resultante das que exerceriam todos os pontos 
se actuassem isoladamente. 

Vimos que o produeto das distancias ao centro de uma 
esphera de um ponto electrizado e da sua imagem em re­
lação a esta esphera era egual ao quadrado do raio da es­
phera. 

Os pontos que satisfazem a esta condição denominam-
se conjugados por inversão em relação á esphera e o cen­
tro da esphera é 0 centro de inversão. 

Quando todos os pontos de um systema são conjuga­
dos dos de outro em relação a uma esphera, diz-se egual-
mente que os dois systemas são conjugados por inversão 
em relação á mesma esphera. 

E' fácil vér que, se C, S e K são os elementos de 
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comprimento, de superficie e de volume de um systema 
qualquer de pontos, C", S' e K1 os correspondentes do 
systema conjugado d'esté por inversão em relação a uma 
esphera de raio R, X, a e p as densidades linear, superfi­
cial e em volume de um ponto A do primeiro systema, 
cuja carga e distancia ao centro de inversão são m e d e 
X', o', p' as mesmas quantidades que X, s e p, mas para o 
ponto A' conjugado de A e cuja distancia ao centro de in­
versão e d', é 

K~S/ ~~V) 
<&_&_#* 
âs~d*~B« 
m_R_d> 
m'~d~ R 

p~~ a) ~~ X / ~~~R*~ ã>r* 

As figuras transformadas por inversão gosam de pro­
priedades geométricas importantes. Aquellas de que nos 
serviremos, quando applicarmos este methodo de transfor­
mação á resolução de alguns casos particulares de equilí­
brio, são as seguintes. 

O angulo de duas superficies ou linhas não fica alte­
rado pela inversão. 

Pela inversão uma esphera transforma-se n'outra, um 
circulo n'outro circulo, excepto quando o centro de inver­
são é um ponto da superfície da esphera ou um ponto da 

(8) 
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circumferencia do circulo. Então a espliera transforma-se 
n'um plano e o circulo n'uma linha. 

A relação dos raios de duas espheras ou círculos con­
jugados em relação a uma esphera é egual a das distan­
cias dos seus centros ao centro de inversão. 

Quando por inversão uma esphera se transforma n'um 
plano a perpendicular a este plano, que passa pelo centro 
de inversão, também passa pelo centro da esphera. 

A circumferencia, que passa por um ponto e pelo seu 
conjugado em relação a uma esphera, corta a esphera em 
angulo recto. 

A applicacão da inversão á theoria da electricidade 
depende do seguinte principio. 

Se V é o potencial de uma determinada distribuição 
de electricidade n'um ponto A e V o potencial devido á 
distribuição transformada d'esta em relação a uma esphera 
de raio R no ponto A', conjugado de A em relação á mes­
ma esphera, ó constante a relação de V para V e é 

F_ <L—]L 
V~ R~ "d1' 

se d e d1 são as distancias de A e A' ao centro de inver­
são. 

Com effeito o potencial da massa m de um ponto da 
distribuição, cujo potencial é V no ponto A/é —, sendo r 
a distancia de m a A, e o da imagem de m no ponto A' 
é ÇLl, representando por D a distancia do ponto, cuja car-
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ga é m, ao centro de inversão e por r' a distancia da ima­

gem d'aquelle ponto ao ponto A', e portanto é 

mR m d R 
~~Tfr''7="~R~ ~d' 

por ser r d> = r' D e ãã> = K 
e 

" '■_ m f l 

V _ " Dr'_ d 

Se o ponto A pertence a uma distribuição de electri­

cidade em equilibrio, o ponto A> pertencerá á conjugada 
RV 

de esta e o seu potencial será V= ­ p isto é, para 
cada ponto varia na razão inversa da distancia d'esté pon­

to ao centro de inversão, e portanto esta camada não esta­

rá em equilíbrio, mas será a que adquiria um conductor 
não isolado limitado por esta superficie, se no centro de in­

versão estivesse uma carga eléctrica VR, porque então o 
potencial seria nullo na superficie do conductor e também 
no seu interior por não envolver nenhuma massa eléctrica 
a superficie que o limita. 

Pela inversão 6, pois, possivel conhecendo a distri­

buição dé electricidade em equilíbrio sobre uma superficie 
determinar a que adquire um conductor não isolado limi­

tado pela superficie conjugada d'esta em relação a uma es­

phera, se fosse influenciada por um ponto electrizado ou, 

11 
d' 
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inversamente, determinar a distribuirão de electricidade so­
bre uma superfície, quando se conhece a que adquire um 
conductor não isolado terminado pela superfície conjugada 
d'esta- em relação a uma esphera intluenciada por um pon­
to electrizado. 

Nos paragraphos que se seguem teremos muitas vezes 
occasião de applicar este methodo. 

Influencia de um ponto electrizado sobre 
dois planos conductores não isolados que fazem 
entre si um angulo submultiplo de dois rectos. 
—beja — o angulo que fazem entre si dois planos conduc­
tores A e B e * o angulo, que faz a perpendicular á ares­
ta do diedro formado por estes planos, e que passa por um 
ponto influente P cuja carga eléctrica é m, com o plano A. 

0 ponto P terá em relação ao plano A uma imagem 
eléctrica P' de carga — m, esta uma outra Pi com uma car­
ga m em relação ao plano B, esta ultima uma nova P" 
de carga—m em relação ao plano A e assim successiva-
mente. 

Do mesmo modo P terá em relação ao plano B uma 
imagem p' com uma carga — m, esta uma nova pt com 
uma carga m em relação ao plano A, etc. 

Todas estas imagens estarão sobre uma circumferencia, 
cujo raio é a distancia ã do ponto P á aresta do diedro 
formado pelos dojs planos, e cujo centro é o ponto em que 
a perpendicular a esta aresta, que passa pelo ponto P, a 
encontra. 

6 
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As imagens successivas do mesmo signal Pv P2  

P\ P"{ p{, pz p\ P{" determinam sobre 

esta circumferencia arcos eguaes a 2—, e portanto, se— 
n n 

é um submultiplo ds w, isto é, se n é inteiro, haverá um 
numero finito de imagens e sobrepor-se-hão os dois syste-
mas que se obtém, quando principiamos considerando a 
imagem de P em relação a A ou a B, e nenhuma d'estas 
imagens existirá dentro do angulo formado pelos dois pla­
nos. 

Se n não é inteiro o numero de imagens é finito. 
Quando o numero de imagens é finito é egual a 

2n—1, e os arcos determinados pelas imagens successivas 
de signal contrario são alternadamente 2a e 2Í~ A. 

Estas imagens conjunctajnente com o ponto P formam 
um systema symetrico em relação a qualquer dos dois pla­
nos, que terá n'estes planos um potencial nullo, e portanto 
o systema de imagens do ponto P em relação aos dois pla­
nos determinará a sua distribuição de electricidade, quando 
influenciados por uma carga m no ponto P. 

Representando por Dv D2 D', D" d{, 
<f2 d', d" as distancias de Pv Pi P', 
P", pit pt p', p" aos planos em rela­
ção a que são imagens, a densidade n'um ponto N do pla­
no A será 
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e 

[J"~ 2r.\WF* ÏÏP? J 

quando N pertence ao plano B. 
O potencial da camada eléctrica distribuída sobre os 

planos no mesmo ponto N será 

O raciocínio, que seguimos n'este caso, e uma applica-
cão de um methodo de approximates successivas devido 
a Murphy e que se pôde empregar na resolução de algu­
mas questões de influencia eléctrica. 

Se se pretende estudar a inlluencia reciproca de dois 
conductores A e B, sendo A isolado e o seu potencial V e 
B não isolado, principia-se por este methodo determinando 
qual seria a distribuição de electricidade que teria A se B 
não existisse. 

Admittindo como uma primeira approximacão que esta 
distribuição ó aquella que A tem, quando influenciado por 
B, determina-se qual seria a—ei d'esté ultimo conductor se 
fosse influenciado pela carga e de A. 

Suppondo que a carga de B é—ev avalia-se a et que 
—ev faz adquirir a A não isolado, depois a—e3 que esta 
faz adquirir a B e assim successivãmente. 

E' evidente que uma carga egual a e+e<t+ dis­
tribuída sobre A e uma carga egual a—(el+e3+..'.,.) dis-
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tribuida sobre B terão em A um poleneial V e em B um 
potencial nullo. 

Elias são portanto as que os conductores A e B tem, 
quando A tem um potencial V e B não está isolado. 

Se ambos os conductores estão isolados a carga de 
cada um e a somma da que tem, quando o outro não está 
isolado, com a que adquire, quando está em communicacão 
com o solo e o outro isolado. 

Distribuição da electr ic idade em duas es­
pheras que se cortam segundo um angulo sub-
multiplo de dois rectos.—Invertendo o systema de 
dois planos, que acabamos de considerar, em relação a uma 
espbera de raio R e cujo centro seja o ponto P, os dois 
planos transformam-se em duas espberas que se cortam 
segundo um angulo egual ao dos dois planos. 

Os pontos conjugados em relação a esta espbera das 
imagens do ponto P em relação aos dois planos estão to­
dos sobre a linha, que une os centros das duas espheras, e 
o seu numero será limitado ou indefinido, segundo o an­
gulo das duas espberas fôr ou não submultiplo de dois 
rectos. 

D'esles pontos uns tem cargas do mesmo signal que o 
da carga de P e outros de signal contrario. 

As linbas que unem os primeiros com o centro de in­
versão fazem com o raio de uma das espheras, que tam­
bém passa por este ponto, ângulos eguaes a —, 2—, etc. 

n n 
lístes são lambem os valores dos ângulos que as li-
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nhas, que parlem dos segundos para o mesmo centro de 
inversão, fazem com a linha que une os centros das duas 
espheras. 

O potencial V n'um ponto N' d'estas espheras é 

V— R ~~lï 

representando por V o potencial dos dois planos no ponto 
N conjugado de Nf. 

O potencial é, pois, constante e por isso a camada 
eléctrica transformada da dos dois planos distribuída sobre 
estas espheras está em equilíbrio. 

A densidade n'um certo ponto N' será a somma das 
densidades correspondentes aos pontos conjugados das ima­
gens do ponto P em relação aos dois planos e que são in­
teriores á esphera em que existe o ponto N', isto é, é 

>=aí('-("- <S+ ) ( 9> 
representando por a o raio da esphera, por dv ií2 as 
distancias dos pontos conjugados das imagens de P em re­
lação aos dois planos ao centro da esphera e por Dit 

7)2 r4, r2 as distancias d'estes mesmos pontos ao 
centro de inversão e ao ponto N'. 

A carga total das duas espheras, cujo potencial V 

è egual a -z, é 

7 ( a - A - + A - +*) (10) 
sendo b o raio da outra esphera. 
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Se quizesssemos estudar a influencia de um ponto so­
bre duas espheras que se cortam segundo um angulo sub-
multiplo de dois rectos, bastava transformar por inversão 
em relação a uma esphera um systema de duas espberas 
que se cortassem segundo o mesmo angulo, tendo uma 
camada eléctrica que devia satisfazer ás condições que aca­
bamos de determinar. 

Duas espheras que se não interceptam.— 
Quando duas espheras se não interceptam, as imagens de 
um ponto comprehendido entre ellas estão todas fora d'es­
té espaço e portanto pôde applicar-se o methoilo das ima­
gens eléctricas a este caso. 

Gomo duas quaesquer espberas, que não são concên­
tricas, se podem sempre transformar n'outras concêntricas, 
basta applicar o methodo das imagens eléctricas a este ul­
timo caso, porque os outros se podem derivar d'esté pelo 
methodo de inversão. 

Principiemos, portanto, considerando o caso de duas es­
pberas concêntricas. 

Dm ponto electrizado Â comprehendido entre ellas 
terá uma imagem A{ em relação à esphera interior, esta 
uma nova A2 em relação á esphera externa, esta ultima 
uma outra A3 em relação à esphera interna c assim suc-
cessi vãmente. 

Representando por a e b=aef os raios das duas es-
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plieras, por d=aeu a distancia do ponto influente ao cen­
tro coinmum por A{, A^... as cargas das imagens é 

Al=—Ae-U 

At=AeP 
A3=—Ae-(u+P> 

Ain=Ae,'P 
AiH+i=—Ae-<H-'rt 

Do mesmo modo, se principiássemos considerando a 
imagem a de A em relação á esphera de maior raio, esta 
teria uma outra imagem a, em relação á esphera interior, 
esta ultima uma nova at em relação á esphera exterior, 
etc., e seria 

a,=—AeP-" 
ao=Ae~P 

a í„_1=—Ae»P-u 

Oin=Ae-"P 

As imagens A{, A3,... Oj, aly... são envolvidas 
pela esphera interior, as restantes são exteriores á esphe­
ra de maior raio. 

Para todos os pontos exteriores á esphera de menor 
raio podemos substituir todas as imagens que esta esphera 
comprehende por uma carga egual á somma das de todas 
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estas imagens distribuída sobre ella, e portanto será a sua 
carga 

A ..-»- tf 
Ae eP—1 eP—1 

a b-d 
d b-a 

As imagens Ait Ak a,, a3 formam uma se­
rie divergente e por isso não se pôde avaliar o valor da 
somma das suas cargas, mas como o potencial devido ao 
ponto P e a todas as suas imagens 6 nullo no interior da 
esphera de menor raio e no exterior da de maior, pode­
mos substituir estas imagens por uma carga egual e de si­
gnal contrario á que a superlicie de maior raio envolve 
distribuída sobre ella, e portanto será 

'n A J—eJt A 6 d-a 
Eb=—A eP r-— =—A - r T -

e?—1 d b-a 
a carga da esphera de maior raio. 

Se os raios das duas espheras se tornam infinitos ellas 
transformam-se em dois planos parallelos indefinidos. 

As suas cargas serão 

Mb=-A^L a 

se db e da representam as distancias do ponto influente A 
aos dois planos e d a distancia de um ao outro. 
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O problema da influencia de um ponto electrizado 
sobre duas espheras externas uma á outra, quando este 
ponto é externo a ambas, reduz­se ao da influencia de um 
ponto sobre duas espheras concêntricas, que acabamos de 
considerar, invertendo o systema das duas primeiras es­

pheras em relação a uma cujo centro seja um dos dois 
pontos conjugados em relação a ellas. 

Pela inversão de duas espheras concêntricas em rela­

ção a um ponto comprehendido entre ellas pôde egual­

mente reduzir­se o problema da distribuição da electrici­

dade sobre duas espheras externas uma á outra ao da in­

fluencia de uma carga eléctrica concentrada n'este centro 
de inversão sobre as duas espheras concêntricas. 

Este ultimo problema, que foi primitivamenle resol­

vido pelo insigne mathematico francez Poisson, foi depois 
estudado pelo distinclo mathematico e physico inglez Wil­

liam Thomson. 
Pela applicação do methodo de inversão e do seu me­

thodo das imagens eléctricas W. Thomson demonstrou 
que, se Ea e Va, Eh e Vb são as cargas e os potenciaes 
de duas espheras externas uma á outra cujos raios são a 
e b, os valores dos coeíficientes gw qu> e q<u, das expres­

sões 
Ea = qaaVa-j-qabVl, 

Eb = qab Va-\-qib Vb 

são 
a*b a3 6« ■ 

7 
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ab a«i« a3b* 
c c(c2-a2-6*) c / ( c 2 _ a 2 _ Z ) 2 ) 2 _ a 2 & 2 \ 

- 7 4_ a b t _ a 2 ^ 

se c representa a distancia dos centros das duas espheras 
e que a acção de uma esphera sobre a outra é 

F=-l\E/-^Jr2EaEb ftt + iíáEtj 
a | etc ' ac ' ac ^ 

Duas espheras tangentes uma á outra.—Gomo 
duas espheras de raios a e b tangentes uma a outra se po­
dem considerar como o systema de dois planos parallelos 
a distancias — e -TTT do ponto de tangencia d'estas duas 2a 2o 
espheras transformado por inversão em relação a uma es­
phera de raio egual á unidade c cujo centro seja este mes­
mo ponto, para determinar a carga de um tal systema hasta 
determinar as cargas dos pontos conjugados das imagens 
em relação aos dois planos de uma carga egual á unidade 
concentrada no ponto de tangencia, porque a carga de 
cada esphera será a somma das cargas das imagens que 
comprehende. 

Procedendo assim éra fácil ver que é 

p v"=» a 

n(a-\-b)ln(a-^-b)- a) 
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h(a-f8)(n(õ-f-8)—81 

representando por Ea e Eb as cargas das duas esplieras. 

Condensador formado por dois cylindros 
circulares não concêntricos cujos eixos são 
parallelos.- Se n'um meio isolador indefinido existem 
duas linhas rectas paralleks electrizadas com cargas eguaes, 
homogéneas e de signal contrario, as suas superficies equi-
potenciacs são cylindros circulares não concêntricos cujos 
eixos' são parallelos a estas linhas e estão no plano que as 
contém. 

A superficie equipolcncial em que o potencial é nu Ho 
6 um plano parallelo ás duas linhas e'equidistante d'ellas. 

Uma d'estas linhas 6, portanto, a imagem da outra 
em relação ao plano ou qualquer dos cylindros que são as 
suas superficies equipotenciaes e, como ellas estão nas mes­
mas condições que os dois pontos conjugados em relação 
a uma esphera, era possível resolver problemas análogos 
aos que acabamos de resolver em que as espheras seriam 
substituídas por cylindros e os pontos por linhas rectas, 
comtudo simplesmente estudaremos o systema formado por 
duas superficies equipotenciaes. 

Em duas das superficies cylindricas equipotenciaes de 
raios Ri e i?2 em que o potencial tem os valores Vt e Fj 
podemos, sem alterar o equilíbrio, suppor distribuídas as 
cargas das duas linhas rectas. 
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liste novo systema constitue um condensador formado 
de duas armaduras cylindricas, circulares, não concêntricas 
e de eixos parallelos cuja difFerença de potencial será 

K, Kj—a p t. ^ (dgís_fll»_f_i)s_|_2d.D)' 

representando por <>. a densidade eléctrica de uma das li­
nhas por D metade da distancia de uma á outra e por d 
a distancia dos centros dos dois cylindros. 

A capacidade da parte do condensador comprehendida 
entre dois planos parallelos perpendiculares aos eixos dos 
cylindros e que estão a uma distancia E um do outro será 

° — 2 Rt Bf—R?+Ift-\-2dD 



Equilibrio eléctrico 
nos casos em que o potencial 

e a funcção 
que representa as linhas de força 

são funcções conjugadas 
de duas Variáveis 

Quando se pretende determinar a distribuição da elec­
tricidade sobre superfícies cylindricas indefinidas cujas ge­
neralizes são parallelas, basta conhecel-a em qualquer 
secção d'eslas superficies feita por um plano perpendicu­
lar ás generalizes, porque será a mesma para todas as 
secções parallelas a esta. 

Então o potencial pôde considerar-se como uma func­
ção só de duas variáveis que representam as coordenadas 
de qualquer ponto n'um plano perpendicular ás genera­
lizes. 

Gomo este lia outros casos em que basta considerar 
só duas dimensões. 

0 methodo que então se pôde seguir para resolver o 
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problema de equilíbrio eléctrico funda­se nas proprieda­

des dás funcções conjugadas de duas variáveis que em se­

guida indicamos. 
Se A e B são funcções conjugadas de x e y é, como 

se sabe, 
A + B\/^T=f(x + y ]C=T) (li) 

e 
dA_dB_ 
dx dy * ' 
dA i dB u*s 
Ty+dx-^0 ( 1 3> 

d*A cPA ■ ■ 
5 ^ + ^ = ° (14) 
<PB.d!B ' . ._. 
M+df-0 ?5) 

dA\i dA\* dBV- dB\i 
Tx)+dyj=dï)+dy-) ( 1 G ) 

A equação (11) define as funcções conjugadas, as 
duas equações (12) e (13), que são uma consequência de 
(11), são características para estas funcções. 

As curvas que A e B representam, quando conside­

ramos xe y como coordenadas rectangulares, cortam­se em 
ângulos rectos e é 

dA__dB__ 
dsi dsl ^ ' 

fazendo 

dy, 
# = ̂ 4 - - ^ 

dxJ * dy) 



55 

Como as funcções A ou V=Vl-{-CiA, sentlo F, e C, 
constantes, por satisfazerem a equação (14) podem repre­

sentar o potencial, quan lo só se consideram duas dimen­

sões, as curvas s4 são linhas equipótenciaes e as s2 linhas 
de força. 

Quando as linhas equipótenciaes são fechadas podem 
considerar­se como superficies de conductores e a quanti­

dade de electricidade distribuída sobre uma parte d'el­

las comprehendida entre as linhas de força Bi e Bt é 
'* (B2—Bt) se Vi-\-ClAi, V^C^,... representam os 

potenciaes que lhes correspondem. 
Além das propriedades que as equações (12) a (17) ex­

primem, as funcções conjugadas gosam de outras que mui­

tas vezes se applicam, quando se pretende resolver o pro­

blema do equilibrio eléctrico nos casos em que basta con­

siderar duas dimensões. 
São as seguintes: ■ 
A somma dos termos correspondentes de n systemas 

de funcções conjugadas em relação a duas variáveis x e y 
são duas novas funções também conjugadas em relação a 
aie y. * 

Duas funcções que são conjugadas em relação a duas 
outras, que já são conjugadas em relação a duas variáveis 
x e y, são também conjugadas em relação a x e ? / . 

Se V é uma funeção de xi e yi e xK e yt são func­

ções conjugadas de x e y é. 

■íf[dxt+dyi)dxtdyi=ff[^+w)dx dy 
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Das muitas applicacões que a theoria das funceões 
conjugadas tem na theoria do equilíbrio eléctrico apresen­
taremos simplesmente, como exemplo, duas das mais im­
portantes. 

Distr ibuição da electr icidade n'um pra to 
plano infinitamente delgado equidis tante de 
dois planos paral lelos indefinidos l imitado por 
um bordo recto.—Se 6 

x{ = b l. Vx1 -(-y*, y{=barc.(tang= — ) 

e 
1 / a . —a\ „ 1 / a . ~a\ 

£c'=— le -j-e I cos. €, y = -ye -\~e lse?i.6 
são x{ e y{ funceões conjugadas de -x e 6. 

Considerando xt e y{ como coordenadas rectangulares, 
em todas as linhas parallelas ao eixo dos x{, e para as 
quaes seja yl=bn-K, sendo n um inteiro qualquer, é 

quando a ^ o e, quando x{<Cp, 6 

C=arc (cos.=— I a = t í 

Nas linhas parallelas ao eixo dos xi para as quaes 

6 = /n-+ M K, a = Z. /e » + e T+tf 
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Suppondo que 6 representa o potencial c c< a equa­
ção des linhas de forca podemos considerar 6 como o po­
tencial de um systema formado por dois planos paiallelos 
indefinidos a uma distancia -KI um do outro, tendo um po­
tencial — ~, e equidistantes de um prato plano infinita­
mente delgado perpendicular ao plano dos xx ylt contendo 
a parte positiva do eixo x, limitado por uma linha recta 
perpendicular ao mesmo plano dos xi yx na origem das 
coordenadas e tendo um potencial o. 

A quantidade de electricidade distribuída sobre uma 
parte do prato que se extende a uma distancia xi=a do 
seu bordo e que tem um comprimento egual á unidade ó 

Q-±l.(.++ CfZT) 
e quando 6 a muito grande em relação a i é approxima-
damente 

n_a+bl.2 

isto é, a quantidade de electricidade que tem esta parte 
do prato, quando limitado por uma linha recla, 6 maior do 
que a que tem uma parte egual de um prato indefinido e 
egual á que teria uma porção d'esté ultimo cuja largura 
fosso a+bl.2 e comprimento a unidade. 

A densidade em qualquer ponto do prato é 

1 e'b 
~ 4itb y/ a», 

8 e à —1 



58 

e nos planos indefinidos 

_J_ eb 
Cl~4r.b f^— 

eT -H 

Condensador formado de um prato circular 
plano equidistante de dois outros muito maio­
res do que elle.—Se o raio R do prato médio de um 
condensador formado de um prato circular plano equidis­
tante de dois outros muito maiores 6 muito grande em re­
lação á sua distancia D aos outros, podemos para obter 
valores approximados considerar o seu bordo como recto 
e, portanto, será 

„ IR* 2R, A 

a sua capacidade. 
A sua densidade quando o seu potencial 6 nullo e o 

dos outros é egual a ' / j i é 
TZX, 

135 _ J_ e 
~8D y ~ 

e D —/ 

xl é a distancia do bordo ao ponto cuja densidade é a 
contada sobre o raio. 



\ 
59 

Além dos methodos de que acabamos de fallar, na 
resolução do problema do equilíbrio eléctrico em condu-
ctores esphericos ou proximamente espbericos pôde em-
pregar-se um outro fundado nas propriedades dos coeffi­
cients de Laplace. 

Foi por este meio que Poisson resolveu o problema 
da distribuição da electricidade n'uma esphera influenciada 
por um dado systema e em duas espheras externas uma á 
outra. 
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Razões que não (levemos apresentar aqui obrigarám-
nos a mandar imprimir à pressa esta dissertação. 

A consequência d'isto foi passarcm-nos desapercebi­
dos muitOS erros. 

Os principaes são: 
PAGINAS LINHA AON OK SI". LÍ: LEIA-bK 

il» 15 1 i 

27 8 —4 —Ait 

35 ti e V>=- e é V'=-T no pn-
d 

meiío ca 
"—-JÕ ao se­
gundo e, portan­
to, 

35 13 a espbera o centro da es-
pliera 

42 li) ttnito infinito. 



ri. 

m*;* 

r^^^wy* 

w&BP, ̂ « § 
'X . r -Ai*' 

fSMmSt Ma 

S # > ; 

i *?" ? <• v ^ 
Fc Biblioteca 

Faculdade da Clinolai 
Universidade do Porto 

003Q606 


