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Condicdes do equilibrio electrico
nos conductores
Coefficientes de potencial e induccgéo

Para que.n'um systema de conductores carregados
com determinadas cargas electricas haja equilibrio & ne-
cessario que a forca electromolriz seja nulla no interior
de cada um. : :

N'um ponto cujas coordenadas em relagio a ires ei-
X0s rectangulares sio @, y e z, a forga electromotriz pode
ser representada, como se sabe, por

Vdv.2 dV.? dvV?
TR &_})]+ =]

sendo V' o potencial, e portanto para haver equilibrio deve
ser ' -

dv._ - av av

dm c-iy=0' W

isto ¢, constante o potencial no interior de cada conductor.




A densidade electrica p em qualquer ponto deve salis-
fazer 4 equaciao de Poisson

d:vV  d*V  diV
dm3+dy2+d g"]'!“‘P—o

e ser par isso nulla tambem no interior de cada condu-
ctor. .

Toda a carga electrica do systema distribue-se, pois,
& superficie dos conductores.

A sua densidade superficial n’'um certo ponto de um
conductor é o quociente da derivada do potencial em or-
dem &4 normal & superficie de esse conductor dividida por
—4, i

Quando sdo determinados os valores do potencial no
interior de cada conductor e as cargas de todos os condu-
ctores ha uma unica distribuigdo de electricidade em equi-
librio sobre elle; porque se fosse.possivel haver duas dif-
ferentes a sobreposicio de uma & oulra, mudando n’uma
o signal da densidade, seria um estado de equilibrio em
que todos os conductores teriam uma carga nulla e esta-
riam no estado neutro, isto ¢, a densidade de uma distri-
buicio em qualquer ponto de um conductor seria egual
a da outra no mesmo ponto.

Ha, portanto, um unico estado de equilibrio.

Entre os potenciaes dos conductores de um systema
em equilibrio e as suas cargas ha relagdes que convém
estudar.



Se representarmos por V;, V... V... ¥, 0s po-
tenciaes dos # conductores 4, 4,... 4;... 4, de um sys-
tema, por ey, es... €.... €, 48 SUAS CAIEAS, Oy, Tgees Cress
on a8 suas densidades e por 7y, r9... 7y... 7y, a8 distan-
eias de um ponto qualquer da sua superficie a um ponto
interior a 4, ¢

,ds, g, ds on A8
V=S = +J’L_I_'_..__+IL._...“
7y Ta Tn
.Suppondo que as cargas ey, €... €, sé lornam em

@y €y, g Cguvs Ay €y Seri

dB
Vi=a, f"““"“ e o gy f

portanto cada termo de V, varia proporcionalmente a carga
de cada conductor. O potencial de qualquer conductor é,
pois, uma funcgio linear das cargas de todos 0s oulros,
isto 6, 6

Vi —Puerl‘Pnerf‘ +Prser+ «—Putn

------------------- DR R R R

,—Phel-}-pg,e,—[-. CRCE +Pr38r+. . u"‘-Pmen’ .. 1)

R R N R R ]

V '—Piueg+])2u8,+ S0 .'—l—P,-,,e,-—l— T +Pnu3n

0s coefflicientes p,. chamam-se coellicientes de poten-
cial. Dos seus dois suflixos o primeiro corresponde ao da
carga e o segundo ap do potencial.



Ha n coeflicientes da forma p.., um para conductor,
que representam o potencial que teria cada conductor se a
sua carga se tornasse egual & unidade e a de todos o0s ou-
tros nulla.

0Os restantes » (n-1) coellicientes representam o potens
cial que teria cada conductor se 0 seu potencial se redu-
zisse a zero conjunctamente com o de todos 0s outros me-
nos um que conserva um potencial egual 4 unidade.

Estes » (n-1) coeflicientes niio sio comtudo todos dif-
ferentes; os da forma p, sdo egnaes aos da forma pg. por
ser

daw 4w
<R 1A

dV, ,de,
e o PR P T

Suppondo que o.conductor 4, tem uma carga egual a
unidade -e fodos os outros uma carga nulla serd p.. 0 po-
tencial de 4. e o de qualquer dos outros, 4, por exemplo,
Serd pr © & pr=—=pn, se A, envolver 4;; porém se 4, é
exterior a A, é p,>pn, porque, sendo nulla a carga de
4s, o numero de linhas de forca, que terminam em 4,
deve ser egual ao das que parlem d'elle e, como as que
entram n'este conductor vem de um logar em que o0 po-
tencial & mais elevado e as que siem vio para um logar
de menor potencial, o potencial de 4, sera intermedio en-
tre 0 mais alto e o mais baixo polencial do campo e por-
lanto serd menor que p, € maior do que zero.

Podemos por isso concluir que todos os coeflicientes



de potencial sio positivos e que nenhum da forma p,, é
maior do que p, ou py. . ;

Resdlvendo as equagdes (1) em ordem a e, ... e,
obtem-se

1..._.9'“V—|—. . -—f—gis V +- . -—I_Qin n

---------- D R T R

r'—QII-Vi_*" +QTSV+~--+grn n '--...-(2)

L R R N R IR

—94:1[ —l" +9m :+ +q:m V!

Teremos analogamente = coeflicientes da forma g,
que represenfam a carga, que feria cada conductor se o
seu -potencial se reduzisse & unidade e o de todos os ou-
tros a zero. :

Estes coeflicientes denominam-se a capacidade electri-
ca do conductor a que se referem.

Os outros » (n-1) coefficientes denominam-se coeffi-
cientes de inducgdo e representam a carga, que teria cada
conductor se o sen potencial fosse nullo conjunclamente
com o de lodos 0s oufros menos um que tem um poten-
cial egual 4 unidade.

(omo os coefficientes de polencial nio sio todos diffe-
rentes; os da forma 7rs 810 eguaes aos da forma g, por
ser

v aw
Q'rs:%—-dd—m.ﬂdvs {a%;

dv, av, av.—avir

Se suppozermos que A, tem. um potencial egual a
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unidade e todos os outros conductores um potencial nullo
sera ¢, a carg:'i de 4, e g, a de outro 4.

gr representa o numero de linhas de forca que par-
“tem do conductor 4, e d’estas linhas algumas terminam
nos outros conductores e outras dirigem-se para uma dis-
tancia infinita se nenhum dos conductores cerca A,.

Dos outros conductores nio pode parlir nenhuma li-
nha de forca, porque mdo ha no campo nenhum logar em
qué o potencial tenha menor valor do que o que tem
n’elles. Por isso nunca a sua carga pode ser maior do que
zero e sO pode ser zero para alguns, se elles ficarem se-
parados de 4, por um dos restantes que deve cercar e

0s coeflicientes de induccdo de um conductor 4, nun-
ca siio, pois, positivos e em valor absoluto a sua somma
¢ egual 4 capacidade d’éste conductor se alguns dos res-
tantes conductores do systema envolve 4, e menor do que
ella no caso contrario.

Quando se ajunta a um systema de conductores em
equilibrio um novo conductor sem carga, 0 coefliciente de
potencial da forma p,. de qualquer dos primeiros 4, dimi-
nue de valor, porque, suppondo que A, lem uma carga
egual a unidade e todos os demais conductores do syste-
ma uma carga nulla, a energia do systema sera

1
W=

2

a9
€y V,..:-—g ér Prr

e, como a eleciricidade deve caminhar dos logares de
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maior potencial para os de menor, quando ao sysiema se
ajunta um novo conductor sem carga a energia deve di-
minuir ¢ portanto p,.. :

Se a0 novo systema se accrescenta um outre condu-
ctor o valor de p, diminuird de novo e ainda inais, se
este conductor se pde em communicagdo com 0 primeiro,
que se ajuntou. Porfanto a diminuigdo, que soffre Prr POT
se ler ajuntado ao systema um conductor sem carga, ¢é
maior do que a que produziria um corpo cuja superficie
pode ser inscripta n’este conductor e menor do que a pro-
duzida por um corpo cuja superficie lhe pode ser circums-
cripta. ‘

A diminui¢do que produz no valor de p, um corpo
qualquer é, pois, menor do que a produzida por uma es-
phera cujo diametro seja a maior dimensio do corpo.

Se as dimensdes do conductor que se ajunta sio mui-
to pequenas em relagio 4 distancia a que elle esta do sys-
tema, podemos considerar como uma primeira approxima-
¢do para o valor de p, o reciproco da capacidade de A,
quando s6 no campo.

Representando, pois, por €} a capacidade de um con-
ductor 4y por Cy a de outro 4, e por d a distancia entre
4y e Ay e, se dfor muito grande em relacio as dimen-
soes de 4, e 4,, serd approximadamente

1 | |
Piy— a’Piz=aPsz?a 5



Vi=—e; C—34-e4 d~1
V‘=e: di—t e: Cyt

qu=C,(1—C,Cyd~2) -1
qi—— GO —C,Cd)1 oo (3)
Fag—Cy(1—CyCyd 1)

0 coeficiente de potencial de qualquer conductor 4,
n'outro 4, quando ao systema a que estes conductores per-
tencem se addiciona um condnctor espherico ou proxima-
mente espherico 4, de pequenas dimensdes em relagao as
distancias dos conductores, augmenta, se A é interior ao cir-
culo cujo diametro ¢ a linha recta que une 4; com 4, e
diminue quando 4; é exteriof; porque, suppondo que A,
tem um potencial igual & unidade, no lado de A, que fica
mais proximo de 4; haverd uma carga—m e--m no lado
mais afastado e o potencial em A4, devido a estas cargas’
serd positivo ou negativo segundo estiver mais proxima de
4, a carga-+m ou—m e, portanto, segundo Ay for interior
ou exterior, ao circulo cujo diametro é a linha recta que
une 4, com A,.

Se o conductor A, tem uma férma alongada pode au-
gmentar o coefliciente de potencial de 4; em 4y até quan-
do Ay é exterior a este circulo e o eixo maior de 4y tem
a direcgiio da tangente ao circulo no ponto em que o raio
que passa por Ay encontra a circumferencia, e diminuil-a
quando for interior, se o seu eixo maior tiver a direccio do
raio que passa por As. :

A capacidade de qualquer conductor de um systema
augmenla e os seus coflicientes de inducgdo diminuem, se



ao systema se ajunta um conductor; porque suppondo que
um conduetor 4, tem um potencial egual & unidade e todos
0s outros um potencial nullo, a carga do novo conductor
serd negativa e produzird wma carga positiva sobre todos
08 outros, isto ¢, augmentara a de 4, e diminuird a de to-
dos os outros.

Vimos como variavam os coelficientes de potencial e
de induegdo, quando no campo se introduzia um conduoctor
de pequenas dimensoes. E egualmente facil calcular appro-
ximadamente o effeito de um condensador, isto é, de um
systema de dous conductores tio proximos um do outro
que o coefliciente de mutua’induecio seja muito grande,
sobre os coellicientes de outro condensador.

Representando por 4, e A, 0s conductores de um con-
densador e adoptando a nota¢io das equagdes (1) e (2) serd

1o q
Pu=—5Fr .M’ Pig— ﬂ}. Pn:]i,‘}‘

fazendo g,y goy—qya*=M
Para outro condensador cujos conduclores sejam A, e
4, 6

g Pys— N’ Ps ‘__9’_:;!’ Puw%q'

Se estes dois condensadores existirem n’um meio iso-

lador indefinido a uma distancia D um do outro muito
grande em relagio as suas dimensoes os valores d'estes
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coefficientes nio serao alterados sensivelmente e como &

approximadamente

1
P 13=Pu=.p23=1"21.=1‘)

as equacdes dos potenciaes sio

V’="%2u2 ‘91282_%— ea+ 1

V2= = lﬁ"ﬁ“‘l“%ﬁ*‘ %83+B €y

1
V3=éei+ﬁeg+gﬁ (i q'lv:ue;

1 1
Vi=patpa— ‘%‘T‘eﬁ'%e s

Representando por @, a capacidade do conductor 4,,
por Q, Q4 e Q os coefficientes de inducgio de 4y so-
bre os outros conductores e fazendo

I+ 212 =C\
Ti + 9o ==C4
Z5a+ 93, ="Cs
I+ 2u=0C\

(=

G
=0 + T AT
CyC5(Cyt-Cy)
= I8 & P (0,509 (G Cy)
G v A Di00, >
3 = = Di(C GG 0
D)0, 0;
D7~(Cy1-Ca)(Cs+Cy)
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Por modo analogo poderiamos determinar approximada-
mente as capacidades e coeflicientes de induccao dos outros
conductores e portanto avaliar o effeito de um condensador
sobre os coefficientes de outro, que estd a uma distancia
muito grande do primeiro em relagdo 4s suas dimensdes.

As quantidades €y, Cs, Cy e Cy silo todas positivas e
representam a carga que adquiriria cada conductor se o
condensador a que pertence existisse isoladamente tendo as
suas armaduras um potencial egual a unidade.

Pelas equagdes (4) podemos avaliar a influencia, que
um conductor pode ter sobre os coeflicientes de um con-
densador, e as capacidades e o coefliciente de inducgao de
dous corpos que estdo muito distantes um do outro.

Basta para isso no primeiro caso fazer gg=—=¢y==0 0
que da

S B q
i T 253 Ci+Cs)
el 3 Cy Gy g5
U= 20 + DP2—qgy (€4 Cs)
Q' RINE LT D Oy gy
) D32~ q45 (01 Cy)

e no segundo ¢y=¢e==¢3=—=¢y==0 0 que lorna (4) em

2
Qi g by de T
2 5 Di—qyy qg

Q' = — D gu g
4 Di-gyy qqy
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Fra possivel ainda achar expressoes analogas a (4)
para um Systema de mais de dois condensadores a distan-
cias muito grandes uns dos outros e d'ellas deduzir as
que approximadamente exprimem as capacidades e coefli-
cientes de inducgdo quando substituissemos condensadores
por simples conduclores.

E' possivel, pois, determinar facilmenle n’alguns ca-
s0os 08 valores approximados da capacidade e coeflicientes
de potencial e inducgdo. N'outros ¢ até possivel determi-
nar o sen valor exacto, mas em geral o calculo mathema-
tico d’estas quantidades apresenta grandes dilliculdades.

Isto obriga, para resolver o problema do equilibrio
electrico em casos particulares, a recorrer a differentes me-
thodos que tentaremos expdr nos capitulos seguintes.

Por estes meios pretende-se determinar uma funcgio
(potencial) das coordenadas a que se suppde referidos os
conductores do systema, que satisfazendo 4 equagdo de
Poisson seja nulla a uma distancia infinita dos conductores
e que em cada um fenha um valor constante.

A densidade electrica n'um certo ponto de cada con-
ductor serd o quociente da derivada d’esta funcgio em or-
dem & mormal & superficie do conductor no mesmo ponto
dividida por—4 =, e a carga sobre uma determinarda por-
cao da superficie de um conductor o integral d’esta ex-
pressiao lendo por limites os limites da porcao da superfi-
cie.



Equilibrio electrico n’alguns
casos simples

Duas espheras concentricas.—Se as camadas
electricas em equilibrio distribuidas sobre duas espheras
concentricas de raios =y e ry sendo r>r, tem potenciaes
V, e V3, 6 potencial em qualquer ponto comprehendido
entre as duas superficies esphericas ¢ wma funcgio da dis-
tancia » d’esse ponto ao cenlro commum das espheras e
portanto a equaciio de Laplace serd n'este caso

a2V, 2dV__
drt Wb—o
I d’onde

T Varg— Vi"i+ Va—Vj Ty T

Tq9—17y TI— T r
A densidade da camada espherica de menor raio é

oo At Ty V|—.P;1

2 4.‘: [E;]r:_:fz_41ﬂ'2 71— To

e a densidade da de maior raio

5 14V 2 i el
A L il

—_— T —

dndrr=r; 4dnr; 1y



A carga total da esphera interna sera

e,

L T

mg=—4nr3Ta=— P Te——my

representando por m, a carga da esphera de maior raio.
Ty ‘Tz
'l'i—?'g'
Se ¢ ry=w, islo &, se existe uma 8o esphera de raio

ry @ polencial V3 n’'um meio isolador indefinido, o seu po-

A capacidade da esphera de menor raio é

5 . Vor
tencial em qualquer ponto externo a ella é —-;—‘1

¢ o
A sua densidade electrica ¢ Z-i, a sua carga V3 ry ¢
7:1'2

a sua capacidade 7.

Quando a superficie espherica de raio »; é a superfi-
cie interna de um conductor cuja superficie externa é ou-
tra superficie espherica de raio =3 concentrica com a de
raio = @ se no campo nao existem mais conductores, a car-
ga, que tem a superficie de raio ry, ¢ Vj 74 e portanto sera

Ty Ty

E="1" (Y V)1V g

L]

a carga total do conductor externo.

F 0 systema formado pela esphera de raio », e este
conductor externo ¢ um condensador fechado e a forga
condensante, isto é, a relagdo entre a capacidade do con-
ductor interno quando pertence a esle systema ¢ a sua
capacidade quando o conductor externo nao existe é
rl

= ;
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N'este caso & facil calcular os coellicientes de poten-
cial e induccio.
Visto que as cargas das duas armaduras sio

T
r=-—i—2-(V‘—.-- Ifl) e
L)
s Ty T
E=—"1y (AN Ly,
Ty 2+("1""2 2) Vi

. . o r=r. =
o coefliciente de mutua inducgio é— ——= e sao

e
,:'T:.:' :;:';94—4-, as capacidades.

0s coellicientes de potencial achar-se-iam com egual
facilidade resolvendo estas equacoes em ordem a Vi e V7.

Pelas expressoes da densidade de cada armadura vé-
se que ella varia approximadamente na razio inversa da
distancia entre os dois conductores.

Isto ainda é verdadeiro para qualquer condensador fe-
chado, porque, sendo a densidade n'um ponto o quociente
da derivada do potencial em ordem & normal n’esse pon-
to dividida por—4x, se a distancia entre as duas armadu-
ras for muito pequena, esta derivada differird pouco do
quociente da differenga de potencial das duas superficies
pela distancia que as se;ﬁara.

Se porlanto representarmos por V; e V5 os poten-
ciaes das armaduras, por ¢, a densidade da armadura in-
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terna e por e a espessura do dielecirico que as separa
serd approximadamente

Vi—V,
LD

A carga da armadura interna de um condensador fe-
chado cujas armaduras estio a uma distancia constante

SRR AL :
uma da outra serd, pois, — ¥ S approximadamente, re-

presentando por S a superficie d’esta armadura.

Dois eylindros circulares concentricos.—
Suppondo que sdo 7, e r, os raios de dois cylindros Cir-
culares concentricos sendo »>ry, Vi e V; 0s seus poten-
ciaes, o potencial em qualquer ponto bomprehemlido entre
elles serd uma funcedo da distancia = d’esse ponto ao eixo
commum e porlanto a equagio de Laplace tornar-se-ha

n'este caso

2
s,

drt ' ¥ dr
que serd satisfeita por

r, Fq T
Vs T_i'l _:—j—l_l T

el

i



[+ ——
1 dmp,ory
Ji=

T2

Vi—V,

f——

9 4:1"1 T
=

as suas cargas n'uma extensio d

1 V;_ Vc
. m,=;——r'|—

lL.-=

- ’ r!

d=—m,

e a capacidade da mesma extensdo do cylindro interior

0,=Li
: 2y

Te

N'este caso era facil calcular os coeflicientes de po-
tencial e inducgdo por um processo analogo ao que segui-
mos para o caso de duas superficies esphericas concentri-

cas.

Dois planos infinitos e parallelos.—Se sio V| e
V, os potenciaes de dois planos parallelos e infinitos e d
a distancia de um' ao outro’ o potencial n'um ponto que -

3
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esteja a uma distancia = de um dos planos ¢ uma funceio
d’esta distancia e por isso sera

axv

ar
d’onde
V= V|+( Vn_ V’)_B._.

As densidades superficiaes dos dois planos serdo

1
i 4= d

as cargas distribuidas sobre uma superficie S

e a capacidade d’esta mesma superficie

£

Cd



Distribuicdo da electricidade
nas superficies
com centro de segunda ordem

A equagiao

2+ ibz_i— 2—1

representa, como se sabe, as tres superficies com centro
de segunda ordem, ellipsoide, hyperboloide de um s6 ramo
e hyperboloide de dois ramos, segundo é p>>c ou ¢>p>b
ou b>p, suppondo que é sempre ¢>b.

Estas tres superficies encontram-se em oito pontos cu-
Jas coordenadas salisfazem as equagoes

beca=1 Py PPy
e in_ca)___ (23-8%) (pg*-8) (py*-0?)
2% c? (c*-0%) =(p,*-c?) (pe*-c?) (pyg-c?)

sendo p, o valor de p para o ellipsoide, py para o hyper-
holoide de um s6 ramo e py para o de dois. :
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0 potencial em qualquer ponto, que sempre se 'pOrIe
considerar como um dos pontos de intercepgio das tres
superficies de segunda ordem, ¢ uma funccio de p,, p,
e ps.

Para o exprimir em funccio d’estas quantidades ava-
liemos a somma das componentes da forca electrica nor-
maes 4 superficie de ym elemento de volume limitado pe-
las superficies, cujos parametros sio py, py, py € py +dp,,
P2+ dpg, Py +-dpy.

Representando por ¥ 0 potencial e por ds,, ds,, ds, 0s
elementos das curvas de intercepgio dos dois hyperholoi-
des, do hyperboloide de dois ramos com o ellipsoide e d'este
com 0 hyperboloide de um s6 ramo a forca electrica na di-
recpdo de ds, serd

dv_ av dp, dv A,

ds, dp, ds 1 e _ dp, Pz_P:-s

' fazendo AP=(B—p®) (*—p?) "
Py =Pn$_P12

Pyl=pyt—

por ser
ds, )3 da ) ) ) 2 P,P3
dp, dpy + dPi s dPl 4,

A somma dos componentes da forca electrica normaes
ao elemento de superficie dsy, ds, é

dv 4 dV 4, P
— dp; OaP, N T T g A O Iy



fazendo Pg* == py* — po
Ay = (pg? — %) (c*—ps?)
Ay = (pg* —8*) (ps* —¢?)

por ser
P, P
dsy — T L 3dp,
P, P
dpr=ee =X
3 Aa 3

Para o elemento correspondente da superficie pyt-dp,
esta somma ¢

dV A P2 diVA P2
@:mdpzdp -{-d gAA L dpy dpy dps -+

dV dA,dp, dp, dp,

P2
+ap, ﬂ’Pi A 4y
Para as duas faces oppostas ¢ portanto &

2V A Pi dpydpydpy | AV d4, Pldp,dpydp,

dp?® A4y dpy dpy A4y

Calculando o valor da somma das componentes da for-
¢a electrica normaes aos dois pares de faces restantes e
sommando todas estas quantidades com a carga do ele-
mento de volume multiplicada pm-' 4= deve esla somma
ser nulla, isto é, é
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dV d4,

dVdA d*
2 a9
P ( 1 dp*—l- 1dp1 )+P" (A2 dp 2"" Agdp d’p )+

dV dA
2 Al | .
+P3 ( 3 d 2 +A3dpa dp3)+

+!fﬂp P.lz ng P:,i:o.... (5)

representando por .p a densidade electrica do elemento de
volume. :
Para que n'esta equacao sO entrem derivados de se-

gunda ordem do potencial é necessario que as quantida-
des contidas nos parenthesis sejam respectivamente eguaes
a

2V BV 27

du? dug? “duy?
e que portanto seja

dui = %‘j‘?’
cdpy -
du3= cj}:‘i

com estas condigdes a equagao {5) torna-se em

&V @V P2 Pg? Py (6)
——— 3 )}
c

P’l d? +P2 +P3d 2"1"!'7

que ¢ a forma da equagao de Poisson referida as coorde-
nadas wuy, ug, us.
As quantidades w,, ug, uy sio tres integraes ellipticos
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que se podem reduzir a4 forma ordinaria fazendo b—tkec,
k2 k?=1 .
C

Pl

Cr.a

py=V ctsen? b bler2 6

py—=Dbseny
com estas hypotheses ¢

“1=F k 1127': ———F k c:)
uy=F(k, \[y=)—F (K, £)
“a—F(k: T)

L
-

Dois ellipsoides. — Quando % é constante a su-
perficie correspondente ¢ um ellipsoidé. Como a equagao
(6) 6 satisfeita se ¥ é uma funccio linear de uy, o0 po-
tencial de dois ellipsoides n’'um ponto comprehendido entre
elles é
ur{ V't VI+“i(VI_VI!)

Pasinest |
uw/y—u!’,

Vs

se sio w',, w''y o0s valores de u, para estes ellipsoides e
77 e V' os seus potenciaes.
A densidade em qualquer ponto 6

Ve LTVl o
= 4z dy d.szi T &, PP

b L A T c:d'l
4nu’—-u" .D,
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\

se d, representa a perpendicular baixada do. centro sobre
o plano tangente no ponto cuja densidade é = e Dy o pro-
ducto dos semi-eixos.

A carga total Q' de um ellipsoide 6

| JSEN !
Q”=C'V’ r——a

o
w w'y

representando por Q' a carga do outro.

Se & u' ;=0 6 a==1[, = ¢ p==0, isto ¢, o ellipsoide
cujo potencial ¢ V7 estd a uma distancia infinita do outro.

Se portanto fizermos »';—o e V'==o0 na expressio de
Q" e s obtemos a carga electrica ¢ densidade em qual-
quer' ponto de um ellipsoide collocado n’um meio isolador
indefinido.

- Representando por @, a carga de um ellipsoide cujo

potencial & Vy, por ¢, a sua densidade é, pois,

Q1=0uz
1
e
G &Y 1
i 4 D, HABC V& y i
A ov

se A, B e C sio os semi-eixos do ellipsoide. -
Se € 6 infinitamente pequeno o ellipsoide transfor-
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ma-se n’um disco elliptico infinitamente delgado cuja den-
sidade electrica &

Qs o
~ 4zAB %

D'

.

fzais-

Se o disco é circular 6 A=RB e sera

Q 1 A e
T 4rA? 2  4mA? 2
T. '/I—m +yi . VI__ r
A A3

a sua densidade electrica, representando por » a distancia
de qualquer ponto ao centro do disco.

Dois hyperboloides de um 86 ramo.—Se u, ¢
consfante a superficie que lhe corresponde ¢ um hyperbo-

loide de um 86 ramo.
0 potencial em qualquer ponto comprehendido entre

dois hyperboloides de um 86 ramo serd
u’ T —ayl! V’-I-ug(]?' I-}”)

i il
L T

Ve

8¢’ sdo w/y, '’y 0s valores de u, para estes dois hyperbo-

loides e 77 ¢ V7' 08 seus polenciaes.
A densidade em qualquer ponto de um d’elles é

Ta [ V”cJ
et 1 u’ —u” .D
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representando por d, a perpendicular baixada do centro so-
bre o plano tangente e D), o producto dos semi-eixos.
A sua carga ¢ infinita.

Dois hyperboloides de dois ramos.—Quando
u, ¢ constanie a shperﬁbie correspondente ¢ um hyperbo-
loide de dois ramos.

Se u/y e w'’y s20 0s valores de u, para dois hyperbo-
loides e V7 e V"' os seus potenciaes, o polencial em qual-
quer ponto comprehendido entre elles serd

VIl Vg (V=)

V
1 T
L

A densidade electrica em qualquer ponlo é

D Rag ST 9 ody
=% Wiy Dy

d, e D, representam n'esle caso 0 mesmo que dy e Dy
no caso de dois hyperboloides de um 86 ramo.

A sua carga total é infinita.

Temos supposto sempre que b e ¢ sdo finitos, diffe-
rentes de zero e que é ¢>b, mas podia-se delerminar tam-
bem a distribuicio de electricidade nas superficies, que a
1.* equagdo de pag. 19 representa, quando é e=b oub=o0

ol c=co .


http://hyperboloid.es

Imagens electricas

Se para um systema de n conductores, cujas. cargas
8a0 m,, m,... m, ha uma superficie equipotencial, que
envolve todos ou parte d'estes conduclores e, se sobre
esta superficie suppozermos que esti distribuida uma ca-
mada electrica egual a4 somma das camadas, que ella en-
volve, de modo que em cada ponto a densidade electrica
seja egual ao quociente da derivada do potencial em ordem
4 normal a esta superficie dividida por—4-, esta camada
estard em equilibrio e exercerd sobre fodos os pontos ex-
ternos a ella a mesma acgdo que os conductores que en-
volve e sobre os infernos uma acgdo egual e contraria &
dos conductores externos.

CGom effeito, suppondo que esta superficie é a interna
de um conductor em communicagdao com o 8olo influencia-
do pelos conductores internos, elle adquiriria uma carga
egual e de signal contrario 4 somma algebrica das car-
gas de todos estes conductores, e como o potencial é nullo
em todos os pontos do conductor ndo isolado a camada elec-
trica, que a sua superficie inferna adquire, exerce sobre
todos os pontos externos a ella uma acgdo egual e contra-
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ria 4 dos conductores que envolve, e portanto uma cama-
da electrica distribuida sobre ella do mesmo signal e valor
que a somma algebrica das cargas dos conductores que
envolve exercerd a mesma accdo que elles para (odos os
pontos externos.

Substituindo, pois, 0s m conductores, que a superficie
equipotencial envolve, pela camada correspondente distri-
buida sobre esta superficie, o novo systema eslard em equi-
librio e, como o potencial ¢ constante n’esta superficie e
ella nao ‘envolve nenhuma massa electrica, elle serd tam-
bem constante no seu inlerior, isto é, esla camada exerce
sobre fodos os pontos internos uma accao egual e contra-
ria 4 dos conduclores externos.

Um qualquer dos dois systemas de conductores ele-
cirizados, o que a superficie envolve ou o externo a ella,
denomina-se a imagem electrica do ountro.

Entre estas imagens e as imagens virluaes da optl-
ca ha uma cerla analogia, mas as propriedades geometri-
cas (’eslas ultimas néo sao sempre. applicaveis as imagens
electricas.

Se se podesse conhecer a carga e posigdo das imagens
electricas de qualquer systema de pontos em relagio a
qualquer superficie, ter-se-hia resolvido o problema da in-
fluencia electrica de um systema de pontos sobre uma su-
perficie e seria facil pelo methodo de inversdo, de que
~ adiante fallaremos quando estudarmos a influencia de um
ponto sobre uma esphera, conhecer a distribuigio da ele-
ciricidade sobre um conductor que tivesse a mesma super-
ficie e estivesse collocado n'um meio isolador indefinido.
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A impossibilidade de determinar em todos 0s casos es-
tas quantidades faz com (que 0 methodo das imagens elec-
tricas nio tenha esta generalidade. Comtudo ¢ dos que a
maior numero de casos particulares se pode applicar e o
que mais simplesmente resolve as questoes. :

Nos paragraphos seguintes exporemos alguns dos pro-
blemas que por este meio se podem resolver.

Influencia de um ponto ou systema de pon-
tos sobre um plano conductor indefinido ndo
isolado.—Se suppozermos que n’um meio isolador inde-
finido existem dois pontos com cargas eleciricas eguaes e
‘de signaes contrarios, as superficies equipolenciaes sio su-
perficies de revolu¢do em torno da linha que une 08 dois
pontos. Sio fechadas, e para um valor do potencial diffe-
rente de zero sio formadas de «duas partes symelricas em
relagio a um plano que divide ao meio a linha que une
0s dois pontos e lhe ¢ perpendicular.

Se o potencial ¢ nullo, a superficie equipotencial cor-
respondente ¢ o plano perpendicular & linha que une 0s
dois e que a divide em duas parles eguaes.

Para todos os pontos, que ficam do lado d’este plano
opposto dquelle em que estd um dos pontos, podemos sub-
glituir este ponto por uma carga electrica egual distribui-
da .-;ohrejodpllfauo, de modo que em cada ponfo a densidade

seja-—ﬁ I representando por n a normal ao plano e

por isso se representarmos por m a carga de um’ponto
por d a distancia d’este ponto a um plano indefinido a
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carga que este plano adquirird pela influencia do ponto
cuja carga é m serd —m e a sua densidade n'um ponto

que esteja a uma distancia » do ponto inﬂuente——-g% por
dV  odm
S
dV  2dm

E facil vér que éﬁ=7a_'

Tomando para eixo dos « a linha que une o ponto
influente com a sua imagem em relagdo ao plano e para.
eixo dos  uma linha perpendicular a esta e que a divida
a0 meio sera

V—m

(@) (@ rarter) |

e '
dav -3 ~3
F—r{wd(earty) Mot @t )

av. dv
mas quando é =0 & ==
e d?~-y*=—r? e porlanto ¢
| av_@n _ zdm
dn _(dw) T

Se além- d’este ponto existissem mais (n-I) com car-.
gas my, mg ... my, e a distancias dy, dy ... d, do pla-
no, cada um d’elles far-lhe-hia adquirir uma cerfa distri-
buigio de electricidade produzindo um estado de equilibrio,
e, como a sobreposicio de todos esles estados de equilibrio
seria. um novo estado de equilibrio, a carga que o plano
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adquiriria seria a somma das cargas dos pontos influentes
tomada com signal contrario '

c—(m A A my A= - my)

e a densidade n'um ponto a somma das densidades que
ella teria, se cada ponto actuasse isoladamente, isto é,

1. /dm , dim, - dumn
f":ﬁ(fﬁ—l—ﬁ"—’— cssssae +—:’.-"—a—)

se representarmos por = 7, ry .... 7 @8 distancias dos
pontos influentes ao mesmo ponto do plano.

Influencia de um ponto ou systema de pon-
tos sobre uma esphera isolada ou nfo.—As su-
perficies equipotenciaes de dois pontos carregados com
cargas electricas m e—m’ sao superficies de revolugio em
torno de uma linha que une estes dois pontos; e a superfi-
ficie para a qual o potencial é nullo serd representada pela
equagiao

se r e » exprimem as distancias dos dois pontos a qual-
quer ponto do campo.

Esta superficie ¢ uma esphera cujo centro estd na li-
nha que une os dois pontos.
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Representando por & e d’ as distancias dos dois pon-
tos ao centro da esphera, por £ o seu raio e por ¢ a rela-
cdo entre as cargas dos dois pontos €

Visto que esta esphera envolve o ponto, cuja carga é
—m/!, podemos sem alterar o effeito para todos 0s pontos
externos a ella substituir esta carga por uma distribuipio
de electricidade sobre ella, segundo as condigdes de pg.
27; e portanto seré——? a carga que adquire uma esphera
nio isolada de raio R cujo centro estd a uma distancia d
de um ponto interior a ella carregado com uma carga m.

Para calcular a densidade em qualquer ponto da es-
phera exprimamos o potencial em funcgio de coordenadas
polares cuja origem seja o centro da esphera, tomando
para eixo a linha que une o- ponto influente com a sua
imagem em relagdo a esphera. - :

Adoptando este systema de coordenadas e represen-
tando por ¢ e 0 0 raio vector e o angulo que elle faz com
0 eixo, sera

Vzm(p'—l-d’——?pcos.e)_il ’“'“"""’1'(Pﬁ‘]‘d’2 —2pd'cos -G)JI’

'?;= — m(p~ dcos.o) (92_}.;32_ ) pdcos.a)_% Hi

-fomé(p—d'cos.0) (pe+d-ugpdfcos.o)“’ls
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A densidade electrica n'um ponto da esphera sera
egual ao quociente da derivada do potencial em ordem a
¢, fazendo n’esta derivada p=R, dividida por—4r, isto &,
representando por . a densidade é

_ R—@m_ d—Rim!
WETRR BT iR o

Portanto a densidade electrica n'um ponto de uma su-
perficie espherica conductora nio isolada e influenciada por
um ponto externo a ella varia na razao inversa do cubo
da distancia do ponto da superficie espherica ao ponto in-
fluente ou 4 sua imagem.

Se o ponto influente é interno & esphera ndo isolada
podemos para todos os pontos internos a ella substituir a,
distribuicdo de electricidade, que adquire, pela imagem
d’este ponto em relagdo & esphera, e portanto a densidade
electrica em cada ponto sera egual e de signal contrario &
que no mesmo ponto teria, se fosse influenciada pela ima-
gem do ponto influente.

A sua carga sera egual e de signal confrario & do
ponto influente.

Se a esphera ndo esta isolada e o seu potencial é.V’
a carga que ella adquire pela influencia de um ponlo ele-
ctrizado sera egual & somma da que adquiriria, se nao es-

: M
tivesse isolada, com uma camada M tal que seja V'=—,

sendo R o raio da esphera; porque, estando em equilibrio

a camada que ella adquire quando ndo isolada e sendo o
5
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seu potencial nullo, a sobreposi¢do d'esta distribuiciio de
electricidade com uma camada homogenea M, que tam-
bem constitue um estado de equilibrio, serd um novo es-
tado de equilibrio cujo potencial serd a somma dos poten-
ciaes devidos a estas duas distribuigdes, isto ¢é, V'.

A carga total da esphera serda portanto

E=(V'—2)R

quando o ponto & externo @ esphera e
E=V'R—m
quando é interno, se representarmos por ¢ a distancia do
ponto influente ao centro da esphera e por m e R a carga
d’este ponto e o raio da esphera.
A densidade n’um certo ponto da esphera serd

'VI
¢ =ZRT "

sendo 1 a densidade no mesmo ponto quando a esphera
nao esta isolada. J
Se o potencial V' da esphera lem o mesmo signal
que a carga influente e em valor absolulogﬁﬂca conlupre-
hendido entre o maximo e minimo valor de 1, deve haver
um systema de pontos sobre a esphera .para o qual a den-
sidade é nulla, isto é, uma linha neutra.
Para determinar a posicio d'esta linha substituamos
na expressao de ¢+ pelo sen valor; serd
el s 1 d2—R*m
" 4R~ 4R P



quando o ponto influente é exlerior e

g di—R*m
PR Ry

quando é interior.

Para y==0 é no primeiro caso

L}

2R\,
"=(“v’“”‘)

e no segundo

o2 i
"_’(R V'i’"') L

0 que determina a posigdo da linha neutra, que evidente-
mente ¢ uma circumferencia, cujo centro estd na linha que

une o ponto influente com o centro da esphera.
m
Se a carga da esphera ¢ nulla é V'=7g' e

r:(d(di—Rﬂ))ila no primeiro caso e no segundo

m(R(Ri—dﬂ))iln 0 que ‘mostra que o centro da linha
neutra fica entre a esphera e o ponto influente.

Quando a esphera estd debaixo da infiuencia de um
systema de pontos cujas cargas sio my, mg... m, colloca-
dos a distancias d;, dy... d, do centro da esphera, o esta-
do de equilibrio serd a sobreposicdo dos devidos & acgio
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isolada de cada ponto, e porfanto a sua carga total, quando
0s pontos influentes sdo externos a ella, é

B 7L s i st
E"( diatizdy d,,) 't

e
Ei=( V'R —my— My. . .'_-mn)
quando sdo internas.
A densidade n’um determinado ponto é

v ;
szm+yi+f’a+-- o vn

A acecdo, que um ponto electrizado exerce sobre uma
esphera conductora, é a resultante das acgoes que elle exer-
ce sobre a camada que a esphera adquire quando nio iso-
lada e sobre a camada homogenea V'R,

A primeira d’estas acgdes é egual & que exerce sobre
a sua imagem electrica e a segunda & que exerceria sobre
uma carga V'R concentrada no centro da esphera.

Como estas acgdes tem a direcgdo da linha, que une o
ponto influenfe com o centro da esphera, a sua resultante
serd egual 4 sua somma, e porfanto sera

miRd m V'R

P gt (1)

quando o ponto influente é externo & esphera e

o miRd

(d—R2)2
quando é interno, ;
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Da equagdo (7) conclue-se que a acgdo de um ponto
electrizado exterior a uma esphera é sempre atiractiva,
quando o segundo termo d’esta expressio é nullo, negati-
vo ou positivo e menor em valor absoluto do que o pri-
meiro, isto é, quando a esphera nio estd isolada, quandd
a sua carga é nulla, quando o seu potencial tem signal
contrario a0 da carga influente ou quando o ponto influente
esti muito proximo da superficie da esphera.

Se o ponto influente ¢ interno a esphera a ac¢do, que
exerce sobre a esphera, serd sempre attractiva por ser
o signal da expressio (7) independente do signal e valor
de m.

Se a esphera estd debaixo da influencia de um syste-
ma de pontos a acg¢do, que este systema exerce sobre a es-
phera, é a resultante das que exerceriam todos 0s pontos
se actuassem isoladamente.

Vimos que o producto das distancias ao centro de uma
esphera de um ponto electrizado e da sna imagem em re-
lagio a esta esphera era egual ao quadrado do raio da es-
phera.

0s pontos que satisfazem a esta condigdo denominam-
se conjugados por inversao em relagio & esphera e o cen-
tro da esphera é o centro de inversao.

Quando todos os pontos de um systema sdo conjuga-
dos dos de outro em relagio a uma esphera, diz-se egual-
mente que os dois systemas sdo conjugados por inversao
em relagdo 4 mesma esphera,

B’ facil vér que, se C, S e K sio os elementos de



38

comprimento, de superficie e de volume de um systema
qualquer de pontos, €', S8’ e K’ os correspondentes do
systema conjugado d’este por inversio em relagio a uma
espherh de raio R, ) o e ¢ as densidades linear, superfi-
cial e em volume de um ponto A do primeiro systema,
cuja carga e distancia ao centro de inversio sio m e d e
M, o', o' as mesmas quantidades que %, s e ¢, mas para o
ponto A’ conjugado de 4 e cuja distancia ao centro de in-
versio e d/, é

K 8 )a;,_ Cf)s

Ko aamd)

d® Ré ds

& dv RS

T i i .u(8)
m . d R
P_'_zf)“/s_fw_’)"_i"‘_fi”

p_c Cnhk me-Rb L b

As flguras transformadas por inversio gosam de pro-
priedades geometricas importantes. Aquellas de que nos
serviremos, quando applicarmos este methodo de transfor-
magio a4 resolugido de alguns casos particulares de equili-
brio, sio as seguintes.

0 angulo de duas superficies ou linhas nio fica alte-
rado pela inversio.

Pela inversio uma esphera transforma-se n’oufra, um
circulo n'outro circulo, excepto quando o centro de inver-
sio 6 um ponto da superficie da esphera ou um ponto da
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circumferencia do circulo. Entdo a esphera {ransforma-se
n'um plano e o circulo n'uma linha.

A relagio dos raios de duas espheras ou circulos con-
Jugados em relagio a uma esphera é egual & das distan-
cias dos seus centros ao centro de inversio.

Quando por inversdo uma esphera se transforma n'um
plano a perpendicular a este plano, que passa pelo centro
de inversio, tambem passa pelo cenfro da esphera.

A circumferencia, que passa por um ponto e pelo seu
conjugado em relagdo a uma esphera, corta a esphera em
angulo recto.

A applicagdo da inversio & theoria da electricidade
depende do seguinte principio.

Se V & o potencial de uma determinada distribuigio
de electricidade n’um ponto 4 e V* o potencial devido &
distribuigdo transformada d’esta em relagio a uma esphera
de raio R no ponto 4’, conjugado de 4 em relagao & mes-
ma esphera, ¢ constante a relacio de V para V' e ¢é

L d R

Ropatliil

Vi
se d e d' sio as distancias de 4 e A’ ao centro de inver-
§0. :

Com effeito o potencial da massa = de um ponto da
distribuigdo, cujo potencial ¢ ¥ no ponto 4, é ?, sendo »
a (distancia de m a 4, e o da imagem de m no ponto A’

é %{?, representando por D a distancia do ponto, cuja car-
T
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ga 6 m, ao centro de inversio e por + a distancia da ima-
gem d'aquelle ponto ao ponto A4’, e portanto é

por ser rd’ =1¢' De dd' = R

e
_y mR .
i i o i)
14 g ™ R d'
r

Se o ponto 4 pertence a uma distribuigdo de electri-
cidade em equilibrio, 0. ponto 4’ pertencerd & conjugada
de esta ¢ o seu potencial sera V’:-«——dT, isto 6, para
cada ponto varia na razdo inversa da distancia d’este pon-
to ao centro de inversiio, e portanto esta camada nio esta-
ri em equilibrio, mas serd a que adquiria um conductor
nio isolado limitado por esta superficie, se no centro de in-
versio estivesse uma carga electrica VR, porque entio o
potencial seria nullo na superficie do conductor e tambem
no seu interior por ndo envolver nenhuma massa electrica
a superficie que o limita.

Pela inversio &, pois, possivel conhecendo a distri-
buicio dé electricidade em equilibrio sobre uma superficie
determinar a que adquire um conductor ndo isolado limi-
tado pela superficie conjugada d’esta em relacdo a uma es-
" phera, se fosse influenciada por um ponto electrizado ou,
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in\fei'salllente, delerminar a distribuicio de electricidade so-
bre uma superficie, quando se conhece a que adquire um
conductor nao isolado terminado pela superficie conjugada
d’esta- em relagdo a uma esphera influenciada por um pon-
to electrizado.

Nos paragraphos que se seguem teremos muitas vezes
occasido de applicar este methodo.

Influencia de um ponto electrizado sobre
dois planos conductores néo isolados que fazem
entre si um angulo submultiplo de dois rectos.
——Seja—;i 0 angulo que fazemn entre si dois planos conduc-
tores 4 e B e « 0 angulo, que faz a perpendicular & ares-
ta do diedro formado por estes planos, e que passa por um
ponto influente P cuja carga electrica & m, com o plano 4.

0 ponto P teri em relacio ao plano 4 uma imagem
electrica P/ de carga—m, esta uma outra P, com uma car-
ga m em relagio ao plano B, esta ultima uma nova P’/
de carga—m em relagio ao plano 4 e assim successiva-
mente,

Do mesmo modo P teri em relagdo ao plano B uma
imagem p’ com uma carga—m, esta uma nova p, com
uma carga m em reldgﬁo ao plano 4, ete.

Todas estas imagens eslardo sobre uma circumferencia,

cujo raio é a distancia d do ponto P 4 aresta do diedro
formado pelos dojs planos, e cujo centro é o ponto em que
a perpendicular a esta aresta, que passa pelo ponto P, a

encontra.
6
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As imagens successivas do mesmo signal P,, Py....
Py Ply.... Py, Pyvsee ply-ps' .. determinam sobre
esta circumferencia arcos eguaes a 2-;%, e portanto, se%
¢ um submultiplo de =, isto é, se » é inteiro, haverd um
numero finito de imagens e sobrepor-se-hio os dois syste-
mas que se obtem, quando principiamos considerando a
imagem de P em relagio a 4 ou a B, e nenhuma d’estas
imagens existird dentro do angulo formado pelos dois pla-
nos. :

Se m ndo ¢ inteiro 0 numero de imagens ¢é finito.

Quando o numero de imagens ¢ finito ¢ egual a
2n—1, @ 0s arcos determinados pelas imagens successivas
de signal contrario sdo allernadamente 2« e 2(3-;- —au).

Estas imagens conjunctamente com o ponto P formam
um systema symetrico em relagio a qualquer dos dois pla-
nos, que tera n'estes planos um potencial nullo, e portanto
o 'systema de imagens do ponto P em relagao aos dois pla-
nos determinara a sua distribuicio de electricidade, quando
influenciados por uma carga m no ponto P. ‘

Representando por D,, D,..... D', D", ... dy,
s o rd et Pastaistancias SAeVP R PrN NS ERL,
P Dy, g e o's s p', p'..... 208 planos em rela-
¢io a que sao imagens, a densidade n’um ponto N do pla-
no A seri




quando N pertence ao plano B.
0 potencial da camada electrica distribuida sobre os

planos no mesmo ponto N sera

m
ey

0 raciocinio, que seguimos n’este caso, ¢ uma applica-
¢ao de um methodo de approximagdes successivas devido
a Murphy e que se pode empregar na resolugio de algu-
mas questoes de influencia electrica.

Se se pretende estudar a influencia reciproca de dois
conductores 4 e B, sendo 4 isolado e ¢ seu potencial V e
B nao isolado, principia-se por este methodo determinando
qual seria a distribuigio de electricidade que teria A se B
nao existisse.

Admittindo como uma primeira approximagio que esta
distribuigio ¢ aquella que A tem, quando influenciado por
B, determina-se qual seria a—e, d’este ultimo conductor se
fosse influenciado pela carga e de 4.

Suppondo que a carga de B é-—e,, avalia-se a e que
—e,. faz adquirir a 4 nio isolado, depois a—ey que esta
faz adquirir a B e assim successivamente.

E' evidente que uma carga egual a etey+.... dis-
tribuida sobre 4 e uma carga egual a—(e;tes+....) dis-
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tribuida sobre B terio em A um potencial ¥V e em B um
potencial nullo.

Ellas sio portanto as que os conductores A e B tem,
quando 4 tem um potencial V7 e B nio esti isolado.

Se ambos os conductores estdo isolados a carga de
cada um é a somma da que tem, quando o outro nio esta
isolado, com a que adquire, quando estd em communicagio
com 0 solo e o outro isolado.

Distribuigéio da electricidade em duas es-
pheras que se cortam segundo um angulo sub-
multiplo de dois rectos.—Invertendo o systema de
dois planos, que acabamos de considerar, em relagio a uma
esphera de raio R e cujo centro seja o ponto P, os dois
planos transformam-se em duas espheras que se corfam
segundo um angulo egual ao dos dois planos.

Os ponfos conjugados em relagio a esta esphera das
imagens do ponto P em relagao aos dois planos estdo to-
dos sobre a linha, que une o0s centros das duas espheras, e
o seu numero serd limitado ou indefinido, segundo o an-
gulo das duas espheras for ou niao submultiplo de dois
rectos.

D’estes pontos uns tem cargas do mesmo signal que o
da carga de P e outros de signal contrario.

As linhas que unem os primeiros com o centro de in-
versio fazem com o raio de uma das espheras, que tam-

s k13 ™
bem passa por este ponto, angulos eguaes a ) 2;, efc.

Estes sdo tambem os valores dos angulos que as li-
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nhas, que partem dos segundos para o mesmo cenfro de
inversiio, fazem com a linha que une os centros das duas

espheras.
0 potencial ¥7 n'um ponto N’ d’estas espheras é
NP m
e s e

representando por V o polencial dos dois planos no ponto
N conjugado de N'.

0 potencial &, pois, constante e por isso a camada
electrica transformada da dos dois planos distribuida sobre
estas espheras esta em equilibrio.

A densidade n'um certo ponto N’ serd a somma das
densidades correspondentes aos pontos conjugados das ima-
gens do ponto P em relacdo aos dois planos e que sio in-
leriores 4 esphera em que existe o ponto AN’, isto é, é

;;:ﬁ%@—(az- dg) %-}-.....)......(9)
representando por a o raio da esphera, por dy, ds. ... a8
distancias dos pontos conjugados das imagens de P em re-
lagio aos dois planos ao centro da esphera e por D,
D,.... r, ry.... as distancias d’estes mesmos pontos ao
centro de inversio e ao ponto N’.

A carga total das duas espheras, cujo potencial ¥V
oy
R’

Via— Dy Dg— oovvee40)......(10)

¢ egual a

sendo & o raio da outra esphera.
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Se quizesssemos estudar a influencia de um ponto so-
bre duas espheras que se cortam segundo um angulo sub-
multiplo de dois rectos, bastava transformar por inversio
em relagio a uma esphera um systema de duas espheras
que se cortassem segundo o mesmo angulo, tendo uma
camada electrica que devia satisfazer as condigdes que aca-
bamos de determinar.

Duas espheras que se ndo interceptam.—
Quando duas espheras se nio interceptam, as imagens de
um ponto comprehendido entre ellas estao todas fora d'es-
te espago e portanto pode applicar-se 0 methodo das ima-
gens electricas a este caso.

Como duas quaesquer espheras, que nao sio concen-
tricas, se podem sempre transformar n’outras concentricas,
basta applicar o methodo das imagens electricas a esle ul-
timo caso, porque os outros se podem derivar d'este pelo
methodo de inversio.

Principiemos, portanfo, considerando o caso de duas es-
pheras concentricas. J

Um. ponto electrizado 4 comprehendido entre ellas
tera uma jmagem 4, em relagio & esphera interior, esta
uma nova A, em relagio i esphera externa, esta ultima
uma ouftra 4, em relagio & esphera interna e assim suc-
cessivamente.

Representando por @ ¢ b==ae’ 0s raios das duas es-
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pheras, por d=ae" a distancia do ponto influente ao cen-
tro commum por A, 4,... as cargas das imagens é

Ai ——Ae—

Ay— Ao

A3 = —Ae" ("—l—}’}
Ao —Ae

Agyt —=—Ae—(Am)

Do mesmo modo, se principiassemos considerando a
imagem a de A em relagio A esphera de maior raio, esta
teria uma outra imagem a, em relagio a esphera interior,
esta ultima uma nova ay em relagdo 4 esphera exterior,
elc., e seria '

: apsased g

a!=Ae“P 3 :
Ggy_y=—2He" "

ag,=Ae—"

As imagens 4, 4;,... ay, a;... sdo envolvidas
pela esphera interior, as restantes sdo exteriores & esphe-
ra de maior raio.

Para fodos os pontos exteriores a esphera de menor
raio podemos substituir todas as imagens que esta esphera
comprehende por uma carga egual & somma das de todas
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estas imagens distribuida sobre ella, e portanto serd a sua

carga Z
B, =Zag+2 g4 4=

A =u. gP

T Sy —

. a b-d
i

As imagens 4y, A4,.... a,, a,,.... formam uma se-
rie divergente e por isso ndo se pade avaliar o valor da
somma das suas cargas, mas como o potencial devido ao
ponto P e a todas as suas imagens ¢ nullo no interior da
esphera de menor raio e no exterior da de maior, p(;de-
mos substifuir estas imagens por uma carga egual e de si-
gnal confrario & que a superficie de maior raio envolve
distribuida sobre ella, e portanto sera

§
2

1—e-
P, .

e—1 4

..Eb Ae

&) =
Y
&

a carga da esphera de maior raio.

Se o0s raios das duas espheras se tornam infinitos ellas
transformam-se em dois planos parallelos indefinidos.

As suas cargas seriao

d
h—=—2A4A ;—
dy
Mb=—-447

se dy e d, representam as distancias do ponto influente A
aos dois planos e d a distancia de um ao outro.
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0 problema da influencia de um ponto electrizado
sobre duas espheras exfernas uma & ountra, quando este
‘ ponto é externo a ambas, reduz-se ao da influencia de um
ponto sobre duas espheras concentricas, que acabamos de
considerar, invertendo o systema das duas primeiras es-
pheras em relacao a uma cujo centro seja um dos dois
pontos conjugados em relagio a ellas.

Pela inversao de duas espheras concentricas em rela-
cdo a um ponto comprehendido entre ellas pode egual-
mente reduzir-se o problema da distribuicio da eleetrici-
dade sobre duas espheras externas uma & outra ao da in-
fluencia de uma carga electrica concentrada n’este centro
de inversio sobre as duas espheras concentricas.

Este ultimo problema, que foi primitivamente resol-
vido pelo insigne mathematico francez Poisson, foi depois
estudado pelo distincto mathematico e physico inglez Wil-
liam Thomson. :

Pela applicacio do methodo de inversio e do seu me-
thodo das imagens electricas W. Thomson demonstrou
que, se B, e V,, E, e V, sio as cargas e 0s polenciaes
de duas espheras externas uma & outra cujos raios sio a
e b, o3 valores dos coefficientes gu, gw € qu das expres-
soes

Ea=Q'aa Va""qm Vi
Ey=qu Vu"i‘gb‘b 4
GHT)
9 3 52
Sl’aa—a+:; zg+(cz_asl;_aecz =

1
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; ab a b2 ad i?
Qi e — e G0
¢ c(c*-a*-b2) c( (c-a2-B2)2 — a? be)
a b? a? 63

,_g.w;:b—f—cg a’-+(ce Q) Z)gc“—’_“””

se ¢ representa a distancia dos centros das duas espheras
e que a accdo de uma esphera sobre a oufra 6

If‘l= oy :‘: .E“?' dg;n d]’ab + E o “lbb. d]’bb e

)

Duas espheras tangentes uma 4 outra.—Como
duas espheras de raios @ e b langentes uma & outra se po-
dem considerar como o systema de dois planos parallelos

a distancias ;—-Ia e 2% do ponto de tangencia d’estas duas
espheras transformado por inversdo em relagdo a uma es-
phera de raio egual & unidade e cujo centro seja este mes-
mo ponto, para determinar a carga de um tal systema basta
determinar as cargas dos pontos conjugados das imagens
em relagdo aos dois planos de uma carga egual 4 unidade
concentrada no ponto de tangencia, porque a carga de
cada esphera serd a somma das cargas das imagens que
comprehende.

Procedendo assim éra facil ver que ¢

a‘lb_

n(a-+b)(n(a-+)- a)

=
E=27}




——

ol

ab?

n(a—-5) (n(a—[—b)— b)

]
E = =1

representando por E, e K, as cargas das duas espheras.

Condensador formado por dois eylindros
circulares nfo -concentricos cujos eixos séo
parallelos.— Se n'um meio isolador indefinido existem
duas linhas reclas parallelas electrizadas com cargas eguaes,
homogeneas e de signal contrario, as suas superficies equi-
potenciaes sido ecylindros circulares nio concentricos cujos
eixos sio parallelos a estas linhas e estio no plano que as
contém.

A superficie equipotencial em que o potencial é nullo
¢ um plano parallelo as duas linhas e’ equidistante d’ellas.

Uma d’estas linhas &, porlanto, a imagem da outra
em relagdo ao plano ou qualquer dos cylindros que sio as
suas superficies equiputenciaes e, como ellas estio nas mes-
mas condigdes que os dois pontos conjugados em relagio
a uma esphera, era possivel resolver problemas analogos
208 que acabamos de resolver em que as espheras seriam
substituidas por cylindros e os pontos por linhas rectas,
comtudo simplesmente estudaremos o systema formado por
duas superficies equipotenciaes. .

Em duas das superficies cylindricas equipotenciaes de
raios Ry e R, em que o potencial tem os valores Vy e V
podemos, sem alterar o equilibrio, suppor distribuidas as
cargas das duas linhas rectas.
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Este novo systema constitue um condensador formado
de duas armaduras cylindricas, circulares, nio concentricas
e de eixos parallelos cuja differenca de potencial serd

Ry (R2— R2—D?-2dD)
By (R — R+ D*-24 D)

Vi Vamm2iuils

representando por » a densidade electrica de uma das li-
nhas por D metade da distancia de uma & outra e por d
a distancia dos centros dos dois cylindros.

A capacidade da parte do condensador comprehendida
entre dois planos parallelos perpendiculares aos eixos dos
cylindros e que estio a uma distancia & um do outro seré

: il
- 22
(I'_m-2E I B, Ry R1.E+D2+2 dD

POV IR S AP R




Hquilibrio electrico
nos casos em que o potencial
e a funcegéo
que representa as linhas de forca
sfo funccdes conjugadas
de duas variaveis

(Quando se pretende determinar a distribuigio da elec-
(ricidade sobre superficies cylindricas indefinidas cujas ge-
neratrizes sao parallelas, basta conhecel-a em qualquer
secedo d’eslas superficies feila por um plano perpendicu-
lar 43 generafrizes, porque serd a mesma para todas as
secgoes parallelas a esta.

Entio o polencial pode considerar-se como uma func-
¢ao s0 de duas variaveis que representam as coordenadas
de qualquer ponto n’um plano perpendicular &s genera-
trizes. ;

Gomo este ha oulros casos em que basta considerar
g0 duas dimensdes.

0 methodo que entao se pode seguir para resolver o
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problema de equilibrio electrico funda-se nas proprieda-
des das funcgdes conjugadas de duas variaveis que em se-
guida indicamos.

Se 4 e B sio funcgdes conjugadas de @ e y ¢, como
se sabe,

AL BY—I=f@-+y V—D0)...5.. (11)
e
‘j_‘-i»-—g;f:o ...... (12)
dA+‘;f ...... (13)
i:fq-ﬁj ...‘...(.14)
f£+§;‘3_o ..... .(15)
j—‘:)-l- @_); d_i)eq-g)a ...... (16)

A equagdo (11) define as funcgdes conjugadas, as
duas equagdes (12) e (13), que sdo uma consequencia de
(11), sao caracteristicas para eslas funcgdes.

As curvas que 4 e B representam, quando conside-
ramos @ e y como coordenadas rectangulares, corlam -8 em
angulos rectos e &

dA dB
dsy  ds,
fazendo



SRR

5

Como as funcedes 4 ou V=V;4-C,4, sendo V; e C,
constantes, por safisfazerem 4 equagio (14) podem repre-
sentar o potencial, quanido s6 se consideram duas dimen-
soes, as curvas s, sio linhas equipotenciaes e as s, linhas
de forga.

Quando as linhas equipolenciaes sio fechadas podem
considerar-se como superficies de conductores e a quanli-
dade de electricidade distribuida sobre uma parte d’el-
las comprehendida entre as linhas de forca B; e By é
2:: (By—B,) se Vi-+C4,, V;+Ci4,,... representam 08
potenciaes que lhes correspondem.

Além das propriedades que as equagdes (12)a (17) ex-
primem, as funcgdes conjugadas gosam de outras que mui-
las vezes se applicam, quando se prelende resolver o pro-
blema do equilibrio electrico nos casos em que hasta con-
siderar duas dimensdes. :

Sio as seguintes:

A somma dos termos correspondentes de n systemas
de funcgdes conjugadas em relagio a duas variaveis = e y
sao duas novas fungdes tambem conjugadas em relagido a
a7 ' -

Duas funcgdes que sdo conjugadas em relagio a duas
outras, que ji sio conjugadas em relagio a duas variaveis
@ e y, sio tambem conjugadas em relagio a = e y.

Se V & uma funcgio de @, e y, e #, e y, sio func-
coes conjugadas de = e y €.

- dEV . dETh 2V A2V
ff(m +@;§)dwi dy, =ﬂ(§cﬁ'+ gﬁ)dm dy
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Das muitas applicacdes que a theoria das funcgdes
conjugadas tem na theoria do equilibrio electrico apresen-
taremos smplesmente como exemplo, duas das mais im-
portantes.

Distribuigdo da electricidade n'um prato
plano infinitamente delgado equidistante de
dois planos parallelos indefinidos limitado por
um bordo recto.—Se &

oy = bl. V%c‘—|—y‘*, y=b arc.(tang% %)

r.c=—( —}—e )coa ,,J—--«( +e )sen

si0 @y e y, funcgdes conjugadas de « e 6.

Considerando «; e ¥, como coordenadas rectangulares
em lodas as linhas parallelas ao eixo dos @, e para as
quaes seja y;==bnz, sendo n um inteiro qualquer, 6

b=nx, «=l. (e b+'/e-n|— ) (18)

quando @0 e, quando =<0, é

> Ty
a=—0 f=—arc cos.=7)-

Nas linhas parallelas ao eixo dos @; para as {uaes
6 yy=(n-tfsb= 6

=(n-+ig)ﬁ,u=z.(ﬁ+ Vezbﬂ+1)

- R R T Ty N PR g

k".-:. o



Suppondo que & representa o potencial e « a equa-
¢do des linhas de forga podemos considerar 4 como o po-
tencial de um systema formado por dois planos parallelos
indefinidos a uma distancia =& um do outro, tendo um po-
tencial %-, e equidistantes de um prato plano infinita-
mente delgado perpendicular ao plano dos @y ¥,, contendo
a parte positiva do eixo @, limitado por uma linha recta
perpendicular ao mesmo plano dos @y y, na origem das
coordenadas e tendo um potencial o.

A quantidade de electricidade distribuida sobre uma
parte do prato que se extende a uma distancia @,=—a do
seu bordo e que tem um comprimento egual & unidade é

oLyl

e quando é e muito grande em relagdo a b é approxima-
damente

at+bl.2
R= 4d=xb ’

isto ¢, a quantidade de electricidade que lem esta parte
do prato, quando limitado por uma linha recta, é maior do
(que a que tem uma parte egual de um prato indefinido e
egual & que feria uma porgdo d'este ultimo cuja largura
fosso a+b1. 2 e comprimento a unidade.

A densidade em qualquer ponto do prato é
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e nos planos indefinidos

-I—..
t=ediies
C|m47:b V 2x,
el +1

Condensador formado de um prato circular
plano equidistante de dois outros muito maio-
res do que elle.—Se o raio R do prato médio de um
condensador formado de um prato circular plano equidis-
tante de dois outros muito maiores ¢ muito grande em re-
lagdo & suwa distancia D aos outros, podemos para obter
valores approximados considerar o seu hordo como recto
e, portanfo, sera

R 2R
ot Soy
," (.l)+ 3 Z'2)
a sua capacidade. :
A sua densidade. quando o seu potencial é nullo e o

dos outros 6 egual a ify= €

i,
7))
I/ %ea
T a— ——
DGV
e T !

@; ¢ a distancia do bordo ao ponto cuja densidade é o
contada sobre o raio.
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resolugio do problema do equilibrio electrico em condu-
ctores esphericos ou proximamente esphericos pode em-
pregar-se um outro fundado nas propriedades dos coeffi-
cientes de Laplace.

Foi por este meio que Poisson resolveu o problema
da distribuigdo da electricidade n’uma esphera influenciada
por um dado systema e em duas espheras exlernas uma a
outra.

Além dos methodos de que acabamos de fallar, na b T

»
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=
. 4 ; . g
Razoes que ndo devemos apresentar aqui obrigaram-
nos a mandar imprimir & pressa esta disserfacio.
A consequencia d'isto foi passarem-nos desapercebi-
dos muitos erros.
Os principaes sao:

PAGINAS LINHA AONDE BR Li LEIA-8RE
. 3 1 1
27 8 s —4n
Pl - ot
30 i1 é V’—R e é v 7 1o pri

meiro caso e
m
V'i—— mno se-

¢ R
gundo e, portan-
1o,
35 13 a esphera 0 centro da es-
phera
infinito.

42 L0 finito
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